Asymptotiques en grande population de modéles
épidémiologiques en environnement aléatoire

Edouard STRICKLER (CNRS, IECL)
En collaboration avec Adrien Prodhomme (CMAP et Université de Tours)

Journées de Probabilités, Guidel

22 Juin 2021

Edouard Strickler Journées de Probabilités, Guidel Modéles épidémiologi en i la




“G00D TIME'GIRLS
PROSTITUTES

SPREAD SYPHILIS uw GONORRHEA

Figure — Etats-Unis d’Amérique, années 1940
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)

o Maladie qui ne confére pas d'immunité (e.g. gonorrhée)
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)

o Maladie qui ne confére pas d'immunité (e.g. gonorrhée)

@ Population inhomogeéne divisée en d groupes
(par ex : d = 2, femmes / hommes)

e x; = x;(t) € [0,1] : proportion d'infectés dans groupe i au temps t :
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)

o Maladie qui ne confére pas d'immunité (e.g. gonorrhée)

@ Population inhomogeéne divisée en d groupes
(par ex : d = 2, femmes / hommes)

e x; = x;(t) € [0,1] : proportion d'infectés dans groupe i au temps t :
dm
E = (1 — X,') Z C,'_J'Xj — D,'X,'

J

avec
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)

o Maladie qui ne confére pas d'immunité (e.g. gonorrhée)

@ Population inhomogeéne divisée en d groupes
(par ex : d = 2, femmes / hommes)

e x; = x;(t) € [0,1] : proportion d'infectés dans groupe i au temps t :

dX,'
E = (1 — X,')Z C,'_J'Xj — D,'X,'
J

avec
» 1 — x; : proportion susceptibles groupe i.

|l
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)

o Maladie qui ne confére pas d'immunité (e.g. gonorrhée)

@ Population inhomogeéne divisée en d groupes
(par ex : d = 2, femmes / hommes)

e x; = x;(t) € [0,1] : proportion d'infectés dans groupe i au temps t :

dX,'
E = (1 — X,')Z C,'_J'Xj — D,'X,'
J

avec
» 1 — x; : proportion susceptibles groupe i.
» C;; : taux de transmission infecté groupe j vers susceptible groupe i

o]
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Modéle de Lajmanovich et Yorke : SIS multi-d (1976)

o Maladie qui ne confére pas d'immunité (e.g. gonorrhée)
@ Population inhomogeéne divisée en d groupes
(par ex : d = 2, femmes / hommes)
e x; = x;(t) € [0,1] : proportion d'infectés dans groupe i au temps t :

dX,'
E = (1 — X,')Z C,'_J'Xj — D,'X,'
J

avec
» 1 — x; : proportion susceptibles groupe i.
» C;; : taux de transmission infecté groupe j vers susceptible groupe i
» D; > 0 : taux de guérison infecté groupe i.

]
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On pose x; = (x1(t), ..., xq4(t)).
C= (C,"j),',j et A=C— Diag(D).
Théoréme (Lajmanovich et Yorke, 1976)
Soit A(A) = max{Re(c), o € Sp(A)}. Alors
@ Si A(A) <0, x; — 0 quel que soit xp : la maladie disparait;

@ si A(A) >0, I!x* > 0 tel que x; — x* pour tout xo # 0 : la maladie s'installe
dans la population
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On pose x; = (x1(t), ..., xq4(t)).
C= (C/,j),',j et A=C— Diag(D).
Théoréme (Lajmanovich et Yorke, 1976)
Soit A(A) = max{Re(c), o € Sp(A)}. Alors
Q Si AM(A) <0, x; — 0 quel que soit xg : la maladie disparait;

@ si A(A) >0, I!x* > 0 tel que x; — x* pour tout xo # 0 : la maladie s'installe
dans la population

Remarque :
x = Ax — Diag(x)Cx := F(x)

~ A= DF(0) et
1
A(A) = lim —log ||y

ou y; est la solution du systéme linéarisé en 0

y = Ay.
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Exemples en dimension 2

09 0.9+
08 0.8
074 074
06 06
05 05+
04 04
03 03+
J—
02 02+
014 — 0.1
o T T T T T T T T T 1 ° T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09

Figure — Deux exemples de choix de C et D pour lesquels la maladie disparait
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034
0.25 4 025 4
02+ 024
0.15 4 0.15 4
0.1 0.1+
0.05 4 0.05 4

o T T T T T 1 ° T T T T T 1

0 0.05 01 0.15 02 025 03 0 0.05 0.1 015 02 0.25 03

Figure — Deux exemples de choix de C et D pour lesquels la maladie persiste

x* est le point bleu : proportions dans lequelles la maladie se fixe

N en o 12
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© Modéle "naissance" et "mort"
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Modeles stochastiques connectés
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Modeles stochastiques connectés

’ Aléa démographique‘

Y
Modéle de "naissance" et "mort"
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Processus de Naissance et mort

K; > 1 : taille de la population groupe i; K = > K; : taille totale

XK(t) € {0, %, ... 1} : proportion d'infectés du groupe i.

Une nouvelle infection a lieu dans le groupe i a taux

Ki(1—x) Z Gijxj
j

Une guérison a lieu dans le groupe / a taux

K,' D,'X,'

damiol
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Autrement dit : XX = (X{(t),..., X! (t)) est une chaine de Markov sur

1
{0,?1,...,1}x...x{O,E7...,1}

de transition

1
X:(Xl,...,Xd)—)(Xl,...,X,'+?,...,Xd) ataux  K;(1 ZC,JXJ
1
1 R
—>(x1,...,x,-—ﬁ,...,xd) ataux K;Djx;
1

et absorbée en 0.

Has s o 12
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Autrement dit : XX = (X{(t),..., X! (t)) est une chaine de Markov sur

1 1
0, ..., 1V x...x{0,—,....1
0 g 1 XX {0 1)
de transition
1
X:(Xl,...,Xd)—)(Xl,...,X,'+?, ., Xg) ataux  Ki(1
1 R
—>(x1,...,x,-—ﬁ,...,xd) a taux K;D;x;

et absorbée en 0.

Proposition bien connue (Kurtz)
Ve, T >0, P(sup XS — x| 25) — 0,
[0,7] K—+oo

ou x; est la solution du systéme LY.

Z Cijx;

T}l
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Extinction et distribution quasi-stationnaire

Soit
& =inf{t >0 : X[ =0}

XK chaine Markov "irreductible" sur espace fini absorbé en 0 ~ 7K < +o00

Has s o 12
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Extinction et distribution quasi-stationnaire

Soit
& =inf{t >0 : X[ =0}

XK chaine Markov "irreductible" sur espace fini absorbé en 0 ~ 7K < +o00

Seul distribution stationnaire : dg ~~ pas intéressant.
Définition
pX est une Distribution Quasi-Stationnaire (QSD) pour XX si
K K K
P (XS €-|1g >t)=p".

(état métastable)
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Extinction et distribution quasi-stationnaire

Soit
& =inf{t >0 : X[ =0}

XK chaine Markov "irreductible" sur espace fini absorbé en 0 ~ 7K < +o00

Seul distribution stationnaire : dg ~~ pas intéressant.
Définition
pX est une Distribution Quasi-Stationnaire (QSD) pour XX si
K K K
P (XS €-|1g >t)=p".

(état métastable)

Questions :
e Comportement de 7 quand K — 00 ?
o Comportement de pX quand K — 00 ?
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Asymptotiques de 7/ en dimension 1 :

x=(1-x)Cx— Dx

Théoreme (Kryscio et Lefévre, 89; Andersson et Djehiche, 98;
Doering, Sargsyan et Sander, 2005)

On suppose que x§ — x € (0,1]. Soit A:= C — D
@ Si A > 0 (persistant)
B () ~ —= ek
0

VK
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Asymptotiques de 7/ en dimension 1 :

x=(1-x)Cx— Dx

Théoreme (Kryscio et Lefévre, 89; Andersson et Djehiche, 98;
Doering, Sargsyan et Sander, 2005)
On suppose que x§ — x € (0,1]. Soit A:= C — D
@ Si A > 0 (persistant)
C o
E«(15) ~ \/—%e K

@ Si A =0 (extinction critique)

Exg(Té() ~Y C3\/R
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Asymptotiques de 7/ en dimension 1 :

x=(1-x)Cx— Dx

Théoreme (Kryscio et Lefévre, 89; Andersson et Djehiche, 98;
Doering, Sargsyan et Sander, 2005)
On suppose que x§ — x € (0,1]. Soit A:= C — D
@ Si A > 0 (persistant)
E(15) ~ =X

VK
@ Si A =0 (extinction critique)
EX(/; (Té() ~ C3\/R

@ Si A < 0 (extinction)
B (&) ~ s log(Kx)
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En dimension d

Rappel : A= C — Diag(D) et A\(A) = max{Re(c), o € Sp(A)}
o Si AM(A) <0, x — 0,
o si A(A) >0, xy = x* > 0.

Théoréme (Collet, Chazottes, Méléard, 2018)
Si A(A) > 0,

e* < By (rg) < e
De plus,

,LLK — (SX*
K—oo

(résultats valables pour des modéles plus généraux)
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En dimension d

Rappel : A= C — Diag(D) et A\(A) = max{Re(c), o € Sp(A)}
o Si AM(A) <0, x — 0,
o si A(A) >0, xy = x* > 0.

Théoréme (Collet, Chazottes, Méléard, 2018)

Si A(A) >0,
e* < By (rg) < e
De plus,
,LLK — (SX*
K—o0

(résultats valables pour des modéles plus généraux)

Quand K — oo, I'état quasi-stationnaire se concentre sur |'état stationnaire
persistant du processus limite.
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© Modéle en environnement aléatoire
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Modeles stochastiques

’ Aléa démographique‘

Y
Modéle de "naissance" et "mort"
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Modeles stochastiques

’Aléa démographique‘ Aléa environnemental
Y Y
Modéle de "naissance" et "mort" PDMP
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Le modeéle en environnement aléatoire (switch markovien)

o E espace fini
@ ¢ € E ~ un environnement donné par une matrice C° et un vecteur D¢

@ =, une chaine de Markov irreductible sur E ~ évolution aléatoire de
I'environnement

] o 12

Edouard Strickler Journées de Probabilités, Guidel Modéles & en



Le modeéle en environnement aléatoire (switch markovien)

E espace fini

¢ € E ~ un environnement donné par une matrice C° et un vecteur D*

@ = une chaine de Markov irreductible sur E ~~ évolution aléatoire de
I'environnement
e X; = (Xi(t),...,Xq(t)) solution de

dX,’(l’)
dt

= (1=X(1) | X G Xi(0) | = D7 Xi()

] o 12
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Le modeéle en environnement aléatoire (switch markovien)

E espace fini

¢ € E ~ un environnement donné par une matrice C° et un vecteur D*

@ = une chaine de Markov irreductible sur E ~~ évolution aléatoire de
I'environnement
e X; = (Xi(t),...,Xq(t)) solution de

dX,’(l’)
dt

= (- X(0) | 265X | - 07 xi(o)

Le processus (X, =) est un Processus de Markov Déterministe par Morceaux
(PDMP).

] en o 12
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Un exemple

09 09
08 08
074 07
06 06
054 05
044 0.4
034 03
I

024 02
0.1 0.1 —
0 T T T T T T T T T il 0 T T T T T T T T T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Figure — Environnements &; et & dans lesquels la maladie disparait

=; une chaine de Markov sur {£1,&>} avec taux de transition A1, Ay

damiol
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Si I'environnement varie lentement (ie Aj, Ay petits)

-

damiol
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Si I'environnement varie rapidement (ie A1, A, grands)

damiol
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Si I'environnement varie rapidement (ie A1, A, grands)

L’aléa environnemental peut changer la dynamique : ici, cela favorise la
persistance de la maladie dans la population.

Has s o 12

Edouard Strickler Journées de Probabilités, Guidel Modéles épi en



Théoréme (avec M. Benaim, 2019)

Soit le processus linéarisé 'Y définie par

dY:

= A=Y, = (C=* — Diag(D™")) Y;

Alors il exists A € R tel que pour tout yo € RY \ {0},

. 1
Pony (im, Hlog el =) =1

damiol
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Théoréme (avec M. Benaim, 2019)

Soit le processus linéarisé 'Y définie par

dY:

— = A=Y, = (C=* — Diag(D™")) Y;

Alors il exists A € R tel que pour tout yo € RY \ {0},

o1
Pyo.) (tll{’go " log || Y| = /\) =1.

Théoréme (avec M. Benaim, 2019 et D. Nguyen, 2020)

damiol
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Théoréme (avec M. Benaim, 2019)

Soit le processus linéarisé 'Y définie par

dY:

= A=Y, = (C=* — Diag(D™")) Y;

Alors il exists A € R tel que pour tout yo € RY \ {0},

. 1
Pony (im, Hlog el =) =1

Théoréme (avec M. Benaim, 2019 et D. Nguyen, 2020)
Q@ Si A< 0: X; — 0 presque siirement pour tout Xy

damiol
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Théoréme (avec M. Benaim, 2019)

Soit le processus linéarisé 'Y définie par

dY:

&= A=Y, = (C=* — Diag(D™")) Y;

Alors il exists A € R tel que pour tout yo € RY \ {0},

Pyo.) ( lim —Iog||Yt|| = ) =1

Théoréme (avec M. Benaim, 2019 et D. Nguyen, 2020)

Q@ Si A< 0: X; — 0 presque siirement pour tout Xy
@ si A=0: X; — 0 en probabilité pour tout X

damiol
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Théoréme (avec M. Benaim, 2019)

Soit le processus linéarisé 'Y définie par

% — A7tY, = (C7* — Diag(D™)) Y;

Alors il exists A € R tel que pour tout yo € RY \ {0},

Pyo.) ( lim flog||Yt|| = ) =1.

Théoréme (avec M. Benaim, 2019 et D. Nguyen, 2020)
Q@ Si A< 0: X; — 0 presque siirement pour tout Xy
@ si A=0: X; — 0 en probabilité pour tout X

@ si A > 0: (X;,=;) admet une unique probabilité invariante p* persistante et
(Xt, =¢) = p* en loi pour tout Xg # 0.
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Théoréme (avec M. Benaim, 2019)

Soit le processus linéarisé 'Y définie par

% — A7tY, = (C7* — Diag(D™)) Y;

Alors il exists A € R tel que pour tout yo € RY \ {0},

Pyo.) ( lim flog||Yt|| = ) =1.

Théoréme (avec M. Benaim, 2019 et D. Nguyen, 2020)
Q@ Si A< 0: X; — 0 presque siirement pour tout Xy
@ si A=0: X; — 0 en probabilité pour tout X

@ si A > 0: (X;,=;) admet une unique probabilité invariante p* persistante et
(Xt, =¢) = p* en loi pour tout Xg # 0.

w* persistante : ;/*({0} x E) =0
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Moments de Lyapunov d'ordre p

Proposition (avec Adrien Prodhomme)

Pour tout p € R, 3g(p) € R tq V(y, &) € (RY \ {0}) x E,

1
Jim =~ logE(y.¢) (I[Yell”) = &(p)

Q g(0)=0.g'(0)=A
Q@ p— g(p) est convexe,

@ SiA>0, soit p* =inf{p>0: g(—p) > 0}. Alors p* < +c0 si et seulement
si 0 est accessible pour Y.
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Moments de Lyapunov d'ordre p

Proposition (avec Adrien Prodhomme)

Pour tout p € R, 3g(p) € R tq V(y, &) € (RY \ {0}) x E,

1
Jim =~ logE(y.¢) (I[Yell”) = &(p)

Q g(0)=0.g'(0)=A
Q@ p— g(p) est convexe,

@ SiA>0, soit p* =inf{p>0: g(—p) > 0}. Alors p* < +c0 si et seulement
si 0 est accessible pour Y.

Conséquence pour le non-linéaire

SiA>0 Vpe(0,p*); AT >0, 70 € (0,1) et > 0 tq, V||x|| <7,

Ex) (IX177) < vollx) -
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@ Modéle "naissance" et "mort" en environnement aléatoire

PPN}
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Modeles stochastiques

’Aléa démographique‘ Aléa environnemental
Y Y
Modéle de "naissance" et "mort" PDMP
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Modeles stochastiques

’Aléa démographique} {Aléa environnemental
Y Y
Modéle de "naissance" et "mort" PDMP

Modeéle de "naissance" et "mort" en environnement aléatoire
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Processus de Naissance et Mort en environnement aléatoire

@ K; > 1: taille de la population groupe i; K = > K; : taille totale
o X/(t) € {0, %,...1} : proportion d'infectés du groupe i.
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Processus de Naissance et Mort en environnement aléatoire

@ K; > 1: taille de la population groupe i; K = > K; : taille totale

o XX(t)€{0,%,...1} : proportion d'infectés du groupe i.

@ =; une chaine de Markov irreductible sur E ~ évolution aléatoire de
I'environnement

T}l en o 12
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Processus de Naissance et Mort en environnement aléatoire

K; > 1 : taille de la population groupe i; K = > K; : taille totale

XK(t) € {0,%,...1} : proportion d'infectés du groupe i.
=; une chaine de Markov irreductible sur E ~~ évolution aléatoire de
I'environnement

Si =; = &, une nouvelle infection a lieu dans le groupe i a taux
3
K,'(l — X,') Z C,-’J-Xj
J

@ ..et une guérison a lieu dans le groupe i a taux

K,‘ Dfx,-
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Autrement dit : (XX, =;) est une chaine de Markov sur

1
{0, —,...,1} x...x {0 L1Y X E
K1

1
) Ea .
de transition

(x,6) — (a, .-, x + o Xg,€) ataux  Ki(1 —X,‘)Z ijxj

J

Ka
1
K;
— (% &) ataux g(&,¢)

— (X1, ooy Xi — .y Xd, &) A taux K;Dfx,-
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Autrement dit : (XX, =;) est une chaine de Markov sur

1
{0, —,...,1} x...x {0 L1Y X E
K1

1
’Kd’.

de transition

1
(x,f)—>(X17--.,X;+K,---,Xd,§) ataux  Ki(1—x)> G
J
1 \ 13
—>(x1,...,X;—?,-~-,Xd,§) ataux K;D:x;

— (% &) ataux g(&,¢)

Proposition (avec Adrien Prodhomme)
VT >0,3Cr >0 : Ve, P (sup XK — X, || > 5) < 2de= €K<
[0,7]

ol X; est le PDMP associé.

damiol

Edouard Strickler Journées de Probabilités, Guidel Modéles épi i en



Temps d’extinction

Comme avant,
¢ =inf{t >0 : X} =0} < +o0

Théoréme (avec Adrien Prodhomme)
@ Si A >0, pour tout p € (0, p*),

E(rg) > a1 KP
@ SiA>0et p* < +oo (ie, 0 accessible),
E(1E) ~ e KP

Q SiA<DO,
IE(TOK) < ¢3 log(K)

]
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QSD

Résultats classiques ~ (X, =) admet une unique QSD pX.

Rappel pour le PDMP
@ Si A >0, (X,=) admet une unique proba invariante persistante p*
Q@ Si A <0, X; converge vers 0.
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QSD

Résultats classiques ~ (XX, =) admet une unique QSD pX.
Rappel pour le PDMP

@ Si A >0, (X,=) admet une unique proba invariante persistante p*
Q@ Si A <0, X; converge vers 0.

Théoréme (avec Adrien Prodhomme)
QO SiA>0,
,U/K — /J,*
K—o0

Q@ SiA<O,
,U,K(~><E) — (50.

K—oo
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Les résultats clés pour la preuve (1)

Proposition

K _
VT >0,3Cr >0 : Ve, Pg) | sup ”Xt—XtH
o7 IIXll

> 5) < Qde—CTHXHK&2

Has s o 12

Edouard Strickler Journées de Probabilités, Guidel Modéles &pi en



Les résultats clés pour la preuve (1)

Proposition

X 2
VT >0,3C7 >0 : Ve, Pig | sup X = Xl > ¢ | < 2deCTlixliKe
o7 Xl

Proposition (conséquence de I'étude des moments d’ordre p)
SiA>0 VYpe(0,p*); 3T >0, 10 € (0,1) et n > 0 tq, V||x|| <,

Ex) (IX71177) < ollxI=*.
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Les résultats clés pour la preuve (1)

Proposition

X 2
VT >0,3Cr >0 : Ve, Pg) | sup 1% = Xel| > e | < 2deCrlixliKe
o lIXl

Proposition (conséquence de I'étude des moments d’ordre p)
SiA>0 VYpe(0,p*); 3T >0, 10 € (0,1) et n > 0 tq, V||x|| <,

Ex) (IX71177) < ollxI=*.

Proposition

Assume A > 0 and p < p*. There exists a8’ > a, T > 0 and p € (0,1) such that,
for all ||x|| > a’/K and K large enough,

Exe (IXFI™r ) < pllxl =
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Les résultats clés pour la preuve (2)

Pour la convergence de 11X : une famille de fonctions de Lyapunov
Proposition
SiA>0, soit p< p*etb>0,et

K _ b f —p
o8 =(7) Al

Q Il existe b, 61 € (0,1), T > 0 et C indépendants de K tels que
Egee) | OF, Z)Lipse] < 0108 (x, ) + €
Q@ Pour tout K, il existe f5(K) > e=K" et ¢k tel que

Egeg) [ (XK, Zr)Lse] 2 02(K)GE et inf inf 3 > 0.
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[llustrations en dimension 1

T L e e e e B e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32 33 34 35 36 7 3B 39 40

Figure — K = 30, naissance et mort en bleu, PDMP noir et rouge

Has s o 12
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0.55 -

0.45

0.35 -

0.25
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Figure — K = 1000
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Comparaison des fonctions de répartitions

T T T T T T T T
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075

Figure — A > 0, K = 50, noir p*, bleu p*

Has s o 12
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T T T T T T T T
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 0.65 07 075

Figure = A > 0, K =500, noir MK, bleu p*

és, Guidel Modéles épidémiologi en i le
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034

032

0.28

0.26 -

0.24

022

0.18

0.16 -

0.14

012 4

0.08 -

0.06 -

T T T T T T T T
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 0.65 07 075 08

Figure = A < 0, K = 50, noir uK
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035 -

0.25

0.15

0.05
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T
005

T T T T
01 015 02 025 03 035 04 045 05

Figure = A < 0, K = 500, noir ,uK
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Merci pour votre attention |
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