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Soient (ak)k>1 et (bk)k>1 deux suites de v.a. centrées de variance unitaire
définies sur (2, F,P). On considere

n

f(t) = Z ay cos(kt) + by sin(kt), t € [0,2n],

k=1
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Soient (ak)k>1 et (bk)k>1 deux suites de v.a. centrées de variance unitaire
définies sur (2, F,P). On considere

n

f(t) = Z ay cos(kt) + by sin(kt), t € [0,2n],

k=1
et plus généralement les signaux 2m-périodiques

n

Sa(t) = Zakf(kt), t € [0,27],

k=1

ol f est une fonction continue, 27-périodique et C* par morceaux.
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Soient (ak)k>1 et (bk)k>1 deux suites de v.a. centrées de variance unitaire
définies sur (2, F,P). On considere

n

f(t) = Z ay cos(kt) + by sin(kt), t € [0,2n],

k=1
et plus généralement les signaux 2m-périodiques

n

Sa(t) = Zakf(kt), t € [0,27],

k=1

ol f est une fonction continue, 27-périodique et C* par morceaux.

Objet d’intérét: nombre de zéros (aléatoires) de telles fonctions. On note
N(f, 1) :={t el f(t) =0}

On cherche 3 I'étudier I'asymptotique quand n — +oo de N (£, [0, 27]) (resp.
N(S,,[0,27])), en moyenne et/ou P-p.s.
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Phénomene d'universalité

TCL "classique™ si a1, ..., a, sont i.i.d. centrés de variance unitaire,

1 n
— Ak =>N(0,1).
i

On cherche a savoir si I'asymptotique du nombre de zéros de f, est universelle,
i.e. ne dépend pas de |'aléa des coefficients ax et by et correspond a la limite

obtenue dans le cas gaussien. On étudiera:

Q.1 la dépendance par rapport a la loi des coefficients (ax)k>1 et
(br)k>1,

Q.2 l'influence de la fonction de corrélation

Q.3 les fonctions des base cos et sin v.s. f.



Introduction
000@00000000000

Phénomene d'universalité

Pour Q.1, Flasche (2017) prouve que pour (ak)k>1 et (bk)k>1 suite de v.a.

i.i.d. centrés de variance unitaire, on a universalité globale
EN(f,,[0,27]) 2 . EN(£9,[0,2n])

im ———————— = — = Iim
n—-+o0o n \/§ n—-+o0o n
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Phénomene d'universalité

Pour Q.1, Flasche (2017) prouve que pour (ak)k>1 et (bk)k>1 suite de v.a.

i.i.d. centrés de variance unitaire, on a universalité globale

EN (G)
lim EN(f,[0,27]) _ 2 _ lim w
n—+o00 n \/g n—s+o0 n

Cependant, la variance ne vérifie pas une telle propriété car (Bally, Caramelino,

Poly -2018):

L Var(W(F[0,2n]) _ Var(V(FL9, [0, 2]))

n—+00 n n—-+o0 n

2 4
LR 3
+ 15 Fla = 3]
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Rappels sur la corrélation et mesure spectrale associée

Traitons désormais de la question Q.2, i.e. le lien entre nombre de zéros et
dépendance des coefficients aléatoires.
On suppose dorénavant les ax et by Gaussiens stationnaire centrés de variance

unitaire de fonction de corrélation
p(lk — £|) := E[akar] = E[bxb(] € [0,1],

avec E[axb/] = 0.
On peut lui associer de maniére unique par le théoréme de Bochner—Herglotz
une mesure finie u, telle que, comme p € R et p(0) =1, on a u, mesure de

probabilité symétrique sur [—m, 7] vérifiant

o= [ (a0

-
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Rappels sur la corrélation et mesure spectrale associée

Traitons désormais de la question Q.2, i.e. le lien entre nombre de zéros et
dépendance des coefficients aléatoires.
On suppose dorénavant les ax et by Gaussiens stationnaire centrés de variance

unitaire de fonction de corrélation
p(lk — £|) := E[akar] = E[bxb(] € [0,1],

avec E[axb/] = 0.
On peut lui associer de maniére unique par le théoréme de Bochner—Herglotz
une mesure finie u, telle que, comme p € R et p(0) =1, on a u, mesure de
probabilité symétrique sur [—m, 7] vérifiant
—ikx
o= [ (a0
Si pp(dx) = ,(x)dx est a densité, on a

Yo(x) = Y p(lkl)e™.

keZ
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@ Sambandham et Reganathan (80'): si ax corrélés via p(k) = p € (0,1) ou
p(k) = p&: asymptotique 2/+/3.

@ Angst, Dalmao, Poly (2017): ax, bx corrélés avec p <= 1), telle que
vy € L1([0,27]), v, € C°((0,27)) et 7 := infecpoom ¥(t) > 0.
Asymptotique 2/4/3. Cas incrément MBF traité.
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Exemple: Mouvement Brownien Fractionnaire

MBF: (Xt):>o tel que Xp = 0 et il existe H € (0, 1) tel que pour tout s, t > 0,
E(X: — X:)* = |t — s]*.
On prend alors
a =X, ai=Xo — X1,...,an = Xpp1 — X
Si H=1/2 (MB) dont les incréments sont indépendants. Sinon:

1
pr(K) = 5 (1L + K 41— k[ = 2|k ")

1

= Pu(x) = 2sin(rH)I(2H + 1)(1 — cos(x)) Y (Pt

JEZ

On a indépendance asymptotique:

lim pun(x) =0.

k—+o00
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Exemple: Mouvement Brownien Fractionnaire
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Figure 1: The graph of the function %,, on ]0,2x[ for H = 0.6, H = 0.75, H = 0.9.
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Formules de Kac-Rice

On dit que f € C*([t1, t2]) est non-dégénérée sur [ti, to] si f(t1) # f(t2) # 0 et
infecfe,n |f(£)] + |F/(£)] > 0.

v
Formule de Kac

L1 [
NIt = i, 2 [ ool (0t
t1

N,
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Formules de Kac-Rice

On dit que f € C*([t1, t2]) est non-dégénérée sur [ti, to] si f(t1) # f(t2) # 0 et
infecfe,n |f(£)] + |F/(£)] > 0.

v
Formule de Kac

L1 [
NIt = i, 2 [ ool (0t
t1

N,

Cella reste vrai si f est polygonale.
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Formules de Kac-Rice

On dit que f € C*([t1, tz]) est non-dégénérée sur [t1, to] si f(t1) # f(t2) # O et
inftE[tl,tz] ‘f(t)| + |f/(t)| > 0.

Formule de Kac

| A

1"
NIt = i, 2 [ ool (0t
t1

N,

Cella reste vrai si f est polygonale.

Proposition [Angst, Poly, 2019

Soit F € C*(R) telle que lim_o F = —1, limyo F =1, alors

LT (PR
N(f,[ogw])_—E/O F <f(x)) (f(x)> dx.
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Formule de Kac-Rice

De la formule de Kac déterministe, on peut en déduire dans le cas des

processus Gaussiens, une expression du nombre moyen de zéros.

Théoreme

Soit / un intervalle réel et X = (X:)tes un processus Gaussien a trajectoires c*,

On suppose que la loi de X; est non-dégénérée pour tout t € /. Alors,

E[N(X, )] = /IE [1X/] | Xe = 0] px,(0)dt.

!

Le cadre Gaussien permet d’'expliciter I'espérance conditionnelle.

Corollaire

Sous le modele Gaussien stationnaire, pour | C [0, 27]:

1 [ [EH®A (EROAO]
IE/\/’(fn,I)_;/I E[f,(0)7] —< E[f,(0)] ) dt.

Intérét: calculs explicites dans le cadre Gaussien stationnaire,
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Retour sur le cas Gaussien indépendant

fa(t) = % z”: ai cos(kt) + by sin(kt)
k=1

avec (ak)k>1 et (bk)k>1 tels que E[akae] = E[bkb,] = E[axbe] = 0.

Proposition

Quand n — +o00, on a

E [N (f,, [0, 27])] ~ %n

En effet, dans la formule de Kac-Rice précédente,
Elfa(x)’] = n, E[ff(x)’] = Y__, K> et E[fo(t)f;(t)] = 0. Ainsi

E [N (f,, [0, 27])] / \/("“ (2n+1)
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Cas général

N E[f(t) E[fn(t)fn’(t)] o
" E[f(f)2] E[fn(t)2] '
Si p, désigne la mesure spectrale des coefficients (ax)« et (bk)k, on a

E [f,?(X)] = % Z E [akai] cos(kx) cos(Ix) + E [bbi] sin(kx) sin(Ix)

k/ 1
_ Z ~Neos((k—Nx) = <1 _ IZ) e @
= Knx lu‘P(X)v

ou K, est le noyau de Fejér donné par

Ka(x) := Z <1 - |,’7|> e = % (5;:1(("5))

r=—n
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Cas général

On montre ainsi que

EIA(17] = Ko 1(0). EIG(f (0] = K1 w(0), B = Lo (o),

. 2
Ko(x) = 1 5|r1(nx/2)
n \ sin(x/2)
est le noyau de Fejér d’ordre n, de sorte que

K!(x) = % (sin(nx/Q)) <ncos(nx/2) _sin(nx/2) cos(x/2)> 7

ou

sin(x/2) 2sin(x/2) 2sin(x/2)?
et enfin
n 2 i i 2
a, e an (n + 1)2 (1 _ e:(n+1)x)efmx
L, = = k - _ i 7
P S R r P | M CEa Y (=

ou la constante de renormalisation o, est donnée par

an:=6/(n+1)(2n+1).
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Etude préliminaire des noyaux trigonométriques

Si pp = pp + Yp(x)dx, on a les limites de type Fejér-Lebesgue suivantes.

Lemme

Pour presque-tout x € [—m, 7],

lim Ky * pp(x) = ¥p(x), "_“)Too Lo pp(x) = p(x),

n—+00

lim Kot i0(x)

n—+00 n

=0.

Et quand p, est discrete?
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Etude préliminaire des noyaux trigonométriques

Quand p;, = 0, on peut préciser la vitesse sous des hypotheéses de régularité de
Yp.

o Si ¢ € C* avec dérivée a-Holder, o > 0, on a uniformément en x:
Ko #1bp(x) = ¥p(x) = O(1/n) , Lnx1pp(x) — ¥p(x) = O(1/n).
o S'il existe a € (0, 1] tel que pour tout 6 > 0,

‘ilufé 19o(- + h) + p(- = h) = 295 ()l 11(po,241) = O(0),
on a

[1Kn * o — Ppllin(o,2np) = o(n™"?).
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Mesure spectrale purement atomique
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Résultats principaux

On considere

1 n
fo(t) = — ay cos(kt) + by sin(kt),
72
ol (ak)kL(bk)« Gaussiens stationnaires de corrélation

(k) = cos(ka) <= pp(x) = 3 (3 +5-).
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Résultats principaux

On considere .
1
fo(t) = — ay cos(kt) + by sin(kt),
72
ol (ak)kL(bk)« Gaussiens stationnaires de corrélation
1
p(k) = cos(ka) <= p,(x) = 3 (8a + 0—a)-

Asymptotique de 1E [N (£, [0,27])] selon que a € 7Q ou a & Q.
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Résultats principaux

On considere

1 n
fo(t) = — ay cos(kt) + by sin(kt),
72
ol (ak)kL(bk)« Gaussiens stationnaires de corrélation
1
p(k) = cos(ka) <= p,(x) = 3 (8a + 0—a)-

Asymptotique de 1E [N (£, [0,27])] selon que a € 7Q ou a & Q.
On montre que la quantité précédente ne converge pas et admet un continuum

de valeurs possibles,

Adh(wwwMM):m,z]ajg.
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Cela correspond a p=1 <= p = do.

Proposition

Supposons p = dg. Alors presque-siirement, pour tout n > 1, on a

N (£, [0, 27]) = 2n.
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Cela correspond a p=1 <= p = do.

Proposition

Supposons p = dg. Alors presque-siirement, pour tout n > 1, on a

N (£, [0, 27]) = 2n.

En effet, si ALB sont deux v.a. Gaussiennes standards,

n—1 zéros déterministes

/'_,H
fo(t) =0 < (Acos (%t) + Bsin (%t)) % =0.

n+1 zéros aléatoires
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Fonction auxiliaire £

Introduisons la fonction
1
*(x) := F/ vV 1+ |g%(s, u)2dsdu,
T Jo,2x]?

ou

sin(x) sin (s_a) sin ( )
”gx) sin? (”O‘) + sin? (”2") sin ( > )

(s, u) ==
g (s,u) sin2(
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Fonction auxiliaire £

Introduisons la fonction

afy . L VI ge(s, u)?
£ g [ VAT TR s

ou
(s.0) sin(x) sin (s_a) sin ( )
gl (s,u) = —5 :
sin? (” X)smz (”O‘) + sin® (”2")5| ( = )
s .
N -
185 194
51
"
s .
v ]
- 1651
o 6
s
5]
54 o]
s ”

Figure 1: Graph of £1/2(x) Figure 2: Graph of 4(z)
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Fonction auxiliaire £

On peut montrer que :

@ sur tout compact K C (0,7), la fonction £* : K — R* donnée par
o 1
x = L%(x) = — 1+ |g%(s, u)|?dsdu
4m? [0,27]2

est continue.
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Fonction auxiliaire £

On peut montrer que :

@ sur tout compact K C (0,7), la fonction £* : K — R* donnée par
o 1
x = L%(x) = — 1+ |g%(s, u)|?dsdu
4m? [0,27]2

est continue.

@ le comportement au voisinage de zéro de £ en « se prolonge

naturellement de maniére continue, i.e.

Vx € (0, ), (li;nofa(x) =(x).
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Fonction auxiliaire £

On peut montrer que :

@ sur tout compact K C (0,7), la fonction £* : K — R* donnée par
o 1
x = L%(x) = — 1+ |g%(s, u)|?dsdu
4m? [0,27]2

est continue.

@ le comportement au voisinage de zéro de £ en « se prolonge

naturellement de maniére continue, i.e.

Vx € (0, ), (li;nofa(x) =(x).

™

o x — £°(x) est analytique sur (0, 7) et admet x = Z comme axe de
symétrie. De plus, [v/2,2) C £°[(0, 7)].
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Cas a € m1Q

La suite (na mod 7),>1 prend ses valeurs dans un ensemble fini S et on a

alors le résultat suivant.

o Sia e nQ, alors
lim ’EW(”[O?“])] — 2| 1pacns = 0.
n—-+oo n
e Si a € mQ, alors pour tout x € S\ {0},
lim ‘E[N(fmloa%])] e ET—
n—+o00 n

En particulier, %IE[./\/’()‘H7 [0, 27]) ne converge pas quand n tend vers I'infini.
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Cas a € mQ

Théoreme

Pour tout 0 < 8 < 1 et pour tout n > 1 assez grand tel que na & ©wZ, on a
E[N (£, [0, 27])] _ 1
n B =0 nf(1 — | cos(na)|)? +o(1).

Comme Adh (na mod 7 | n > 1) = [0, ] est dense dans [0, 7], on a

£(na mod )
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Cas a € mQ

Théoreme

Pour tout 0 < 8 < 1 et pour tout n > 1 assez grand tel que na & ©wZ, on a

1
=0 <n5(1 - |cos(na)|)2> +o(1).

Comme Adh (na mod 7 | n > 1) = [0, ] est dense dans [0, 7], on a

E[N (£, [0,2n])]

£(na mod )

Corollaire

Soit x € (0, 7) et soit (¢(n))s>1 une sous-suite croissante telle que ¢(n)a
converge vers x quand n tend vers I'infini. Alors

lim E[N (fun), [0, 27])]

Jim ) —(x)| =0.
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Cas a € mQ

Les propriétés de ¢? permettent d'établir le corollaire suivant.

Corollaire

Pour tout ¢ > 0, pour tout £ € (1/2,2], il existe o = a(£) > 0 suffisamment
petit et une infinité d'entiers n tels que

E[N(f,, [0,27])]

n

/)l <e
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Stratégie

Comme p est jt = 3(6a + 0-a), On a
B[f(2)] = 5 (Ka(t ) + Kalt+ ), E[H(0 (0] = 3 (Ki(t - a) + Ki(t+a)),

et E[F{(t] = 2(Li(t — ) + Ly(t + ).

Sous I'hypothése na & 7Z, la loi de la variable Gaussienne f,(t) est alors
non-dégénérée pour tout t € [0,27]. On peut utiliser la formule de Kac-Rice

pour calculer 'espérance de N (f,, [0, 27]) via
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Stratégie

Comme p est jt = 3(6a + 0-a), On a
B[f(2)] = 5 (Ka(t ) + Kalt+ ), E[H(0 (0] = 3 (Ki(t - a) + Ki(t+a)),

et E[F{(t] = 2(Li(t — ) + Ly(t + ).

Sous I'hypothése na & 7Z, la loi de la variable Gaussienne f,(t) est alors
non-dégénérée pour tout t € [0,27]. On peut utiliser la formule de Kac-Rice
pour calculer 'espérance de N (f,, [0, 27]) via
1 [
B 0.27) = 2 [ /e

avec

h(t) = 1 Lo(t —a) + La(t + ) _% (K;(t—a)+/<;(t+a)>

an Ka(t — @) + Ku(t + a) Ka(t — a) + Ka(t + @)
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Plan de la preuve du théoreme

Le calcul de I'intégrale précédente se sépare en deux parties, selon que la
variable d'intégration t soit proche des atomes +a ou non.
* Si t est loin des atomes:

Soit € > 0 et soit J. := {t € [0, 27],

sin (&TO‘)‘ > e}. Uniformément sur J,,

on a 2
() =" (Q"(t) o <n65(1 - 1cos<na)>>> |

sin(na) sin (FTO‘) sin (tTa)

.2 t—a) 1.2 [(t+a -2 tta) ain? (t—a
sin (n—2 )sm (—2 )—}—sm (n—2 )sm (—2 )

Qn(t) =1 +
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Plan de la preuve du théoreme

Le calcul de I'intégrale précédente se sépare en deux parties, selon que la
variable d'intégration t soit proche des atomes +a ou non.

* Si t est loin des atomes:

(&Ta)‘ > e}_ Uniformément sur J,

Soit € > 0 et soit

on a 2
In(t) = % (Q"(t) +0 (ne5(1 - 1C°$("®))> ’

sin(na) sin (FTO‘) sin (tTa)

Q(t) =1+ | — t—a o S 2 ([ tha) o2 (t—a :
(sm ( )sm (T)—i—sm ("T) sin (2)>

En particulier on a

/mdt /\/Wdt—i-O( 5(1_cos(na)))
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Plan de la preuve du théoreme

Pour x € [, «], on introduit g définie sur [0,27]? \ {=(a, x)} par

. - sin(x) sin (SEO‘) sin ( )
B G s () + s () o ()
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Plan de la preuve du théoreme

Pour x € [, «], on introduit g définie sur [0,27]? \ {=(a, x)} par

sin(x) sin (‘EO‘) sin (545"‘)

s (55 (52 s (2] (2]

La fonction u +— g5 (s, u) est 2m-périodique et on a

g (s,u):=

Qn(t) =1+ |goo(t, nt)]>.

La fonction (u,s) — g¢(s, u) posséde des singularités en (s, u) = +(a, x) qui

sont intégrables au sens suivant.
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Plan de la preuve du théoreme

Pour x € [, «], on introduit g définie sur [0,27]? \ {=(a, x)} par

o) o Sin(x)sin( )S'"( )
) = ()t (52) i () s (52)

La fonction u +— g5 (s, u) est 2m-périodique et on a

Qn(t) =1+ |goo(t, nt)]>.

La fonction (u,s) — g¢(s, u) posséde des singularités en (s, u) = +(a, x) qui

sont intégrables au sens suivant.

Soit0<a<met0<x<m. Pourtout0 <n <1, ona

/ lgx (s, u)["""dsdu < +o0.
[0,27]2
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Plan de la preuve du théoreme

Pour établir I'asymptotique recherchée, on commence par borner |'intégrale
étudiée par dessus et par dessous, en utilisant des sommes de Riemann. Posons
EF .= [M M] pour 0 < k < n—1. On écrit

n n
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Plan de la preuve du théoreme

Pour établir I'asymptotique recherchée, on commence par borner |'intégrale
étudiée par dessus et par dessous, en utilisant des sommes de Riemann. Posons
EF .= [2” 2"(’”'1)] pour 0 < k < n—1. On écrit

n

/ Qn(t)dt = Z V @n(t)dt = / \/ @ %Jr 1m+u€J u.
JEﬁE

et on prouve que
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Plan de la preuve du théoreme

Pour établir I'asymptotique recherchée, on commence par borner |'intégrale
étudiée par dessus et par dessous, en utilisant des sommes de Riemann. Posons
EF .= [2” 2"(k+1)] pour 0 < k < n—1. On écrit

n

/ Qn(t)dt = Z V @n(t)dt = / \/ @ %Jr 1m+u€J u.
JEI’"IE

et on prouve que

Lemme

Si ne > 1, alors, pour n tendant vers I'infini, on a

1 1
Qn(t)dt > — 1+ |gta(s, u)|?lsey,, dsdu+O ,
IRECE I WD SR e )

1
- <1 1+ |gea(s, u)|?1s ’
/Je VQu(t)dt < o V1T 1RG0 eJe/zdsd”o(ne2(1—|cos(na I)>




Mesure spectrale purement atomique
000000000000 e0

Plan de la preuve du théoreme

Uniformément en n > 1, pour tout 0 <7 < 1, on a

‘/ V14 |gsu(s, u)|?Llsey dsdu — / 1+ g% (s, v)|?dsdu
[0,27]2 [0,27]2

:0(61—1'?
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Plan de la preuve du théoreme

Uniformément en n > 1, pour tout 0 <7 < 1, on a

‘/ V14 |gsu(s, u)|?Llsey dsdu — / 1+ g% (s, v)|?dsdu
[0,27]2 [0,27]2

:0(61—1'?

On en déduit que

4—7T/ \/I,,(t)dt—/ vV 1+ g% (s, u)?dsdu
nJ,. (0,272

= O (Elzn)

1
© <n65(1 - cos(na))2> :
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Plan de la preuve du théoreme

* Si t est proche des atomes +a:

Si € =€, est de la forme e, = n™% avec 0 < B < 1/2, il a été établi par Pirhadi

que
w = O(En)'
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Plan de la preuve du théoreme

* Si t est proche des atomes +a:

Si € =€, est de la forme e, = n™% avec 0 < B < 1/2, il a été établi par Pirhadi
que

O(€n).

On en déduit que dés que €, est de la forme n™% avec 0 < 8 < 1/5, 0on a

=0 (63%7)—1—0 (ne?,(l - 105(’70‘))2> .

EIN(f,J5)]

E[N (fy, [0,2])]

£*(nac mod )
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Plan de la preuve du théoreme

* Si t est proche des atomes +a:

Si € =€, est de la forme e, = n™% avec 0 < B < 1/2, il a été établi par Pirhadi

que
w = O(En)'

On en déduit que dés que €, est de la forme n™% avec 0 < 8 < 1/5, 0on a

=0 (63%7)—1—0 (ne?,(l - 105(’70‘))2> .

Le premier corollaire suit car uniformément en x € S\ {0}, si naw mod 7 = x,

E[N (fy, [0,2])]

£*(nac mod )

alors 1 — | cos(na)| = 1 — | cos(x)| est bornée loin de zéro
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Asymptotique en moyenne et p.s
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Principaux résultats

i (t) = % Z ax cos(kt) + bisin(kt), t € [0, 27]
k=1

ol (ax)kL(bk)k proc. Gaussiens stationnaires centrés de variance 1 et de
corrélation p associée a p, non-purement singuliere.
o Si u,(dx) = 1,(x)dx avec ¥, € CH*, on a
EIN(G.[0.27])] M, =0} | M, £0)
im = + .
n—+o00 n ﬂ'\/i 7|—\/§
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Principaux résultats

i (t) = % Z ax cos(kt) + bisin(kt), t € [0, 27]
k=1

ol (ax)kL(bk)k proc. Gaussiens stationnaires centrés de variance 1 et de
corrélation p associée a p, non-purement singuliere.
o Si u,(dx) = 1,(x)dx avec ¥, € CH*, on a
EIN(G.[0.27])] M, =0} | M, £0)
im = + .
n—+o00 n ﬂ'\/i 7|—\/§

o Si pp = 3+ pud avec log 1, € L'7([0,27]),n € (0,1):
L EN(R0.20) 2

n—+oo n

5|
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Principaux résultats

i (t) = % Z ax cos(kt) + bisin(kt), t € [0, 27]
k=1

ol (ax)kL(bk)k proc. Gaussiens stationnaires centrés de variance 1 et de
corrélation p associée a p, non-purement singuliere.
o Si u,(dx) = 1,(x)dx avec ¥, € CH*, on a
EIN(G.[0.27])] M, =0} | M, £0)
im = + .
n—+o00 n ﬂ'\/i 7|—\/§

o Si pp = 3+ pud avec log 1, € L'7([0,27]),n € (0,1):
L EW(R[2r])] 2
n—-+oo n V3

@ Si pp(dx) = ,(x)dx avec 1), vérifiant une condition de Besov et

existence de moment négatif:

lim =

n—-+oo

N (£, [0, 27]) 2

S
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Non-universalité quand A{y, = 0} > 0.

Théoréme de non-universalité

On suppose que ,(dx) = 1,(x)dx est telle que 1, € C* avec une dérivée

Holder sur un ouvert de mesure de Lebesgue pleine. Alors

lim inf —]E[N(f"’ 1, 2]
n——+oo f
o BN (s [0.27]] _ M{w, =0}) | 27— Mo = 0})
n——+oo n 71—\/5 ﬂf
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Non-universalité quand A{y, = 0} > 0.

Théoréme de non-universalité

On suppose que ,(dx) = 1,(x)dx est telle que 1, € C* avec une dérivée

Holder sur un ouvert de mesure de Lebesgue pleine. Alors
g BN 0,25
n——+o0 f

im BV 0.27])] _ A({, =0}) | 27— A({5, = 0})
=D 2 ™2 /3

Ce résultat reste vrai pour les hypothéses suivantes: 1, continue par morceaux

telle que

{wp = 0} = Jlai, b1 U J{g}-

i=1 j=1
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Non-universalité quand A{y, = 0} > 0.

Remarques:
@ Si on choisit ¥, € C° tel que supp(t),) C (0,27), p tend arbitrairement
vite vers zéro a l'infini et pourtant I'asymptotique du nombre moyen de

zéro est non-universelle.
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Non-universalité quand A{y, = 0} > 0.

Remarques:

@ Si on choisit ¥, € C° tel que supp(t),) C (0,27), p tend arbitrairement
vite vers zéro a l'infini et pourtant I'asymptotique du nombre moyen de

zéro est non-universelle.
@ Cependant, il existe des fonctions de corrélations p qui tendent

arbitrairement vite vers zéro pour lesquelles I'asymptotique en moyenne est

universelle.
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Non-universalité quand A{y, = 0} > 0.

Corollaire

Pour tout ¢ € [\/ig, \/ﬁ), il existe une densité spectrale 1), telle que

o ENV(G[0.20])] _,

n—+o00 n

Preuve On prend v,(x) = 5-1[_.(x) <= p(k) =sin(ka)/ka. Alors par la
formule de Kac-Rice
lim E[N(f,,[0,27])] 27 —2a n 2a
n——+oo n 7r\/§ 71-\/§.
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Point clé:

Lemme [AP19]
Soit X € U([0, 27]). Soit f une fonction 27-périodique ayant un nombre fini de

zéros sur une période. Alors pour tout 0 < h < 27, on a
h

o= x N(f,[0,2m]) = Ex N (£, [X, X + H])].
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Point clé:

Lemme [AP19]

Soit X € U([0, 27]). Soit f une fonction 27-périodique ayant un nombre fini de
zéros sur une période. Alors pour tout 0 < h < 27, on a
h

o= x N(f,[0,2m]) = Ex N (£, [X, X + H])].

En prenant h = 2%, on obtient pour X ~ U([0, 27]) indépendante de (ax)k>1 et

NED2m) _ gy [ (1, [x,x + 2]

On pose alors la suite de processus {gn(-)}n>1 définie par

(bi)k=1 que

gn(t) :=="1n (X + %) , telo,2n],

de sorte que

w = Ex [N(gn, [0, 27])] .
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Nombre de zéros p.s.: stratégie

@ On montre la convergence pour la topologie C' de la suite de processus
{gn(-)}n>1 vers un processus limite explicite g non-dégénéré.

@ On en déduit que P-p.s.,
Loi sous P
N(gn» [07 271—]) Tof) N(gOO7 [07 27T]) .

@ Pour pouvoir prendre I'espérance sous P (resp. P ® Px) a la limite, on

montre une estimée d'équi-intégrabilité du type
sup ExN (gn, [0, 27])"7"? < 0.
n>1

Ainsi: P-p.s.,

lim
n—+o0o

w = Ex[V (g, [0, 27])].

Comme les zéros de g, sont les mémes que ceux d'un processus Gaussien
stationnaire de corrélation sinc, on a P-p.s.,

im N(27]) 2

n—-+oo n

S
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TCL Salem-Zygmund, cas indépendant

Théoréme (Salem-Zygmund, 1954)

Soit (ak, bk)k>1 une suite de variables i.i.d. centrées de variance unitaire et
possédant un moment d'ordre trois. Soit X ~ U([0, 27]) indépendante des
coefficients (ak, bx)k>1. Alors, P-p.s., sous Px, on a la convergence en loi

suivante:
&gn(0) = fo(X) = N(0, 1),

au sens ou

VtER, lim Ex [e"™] =e"7,

n—+00
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TCL Salem-Zygmund, cas dépendant

Soit .
1 .
f.(t) = 7 ; ax cos(kt) + by sin(kt), t € [0,2n],
avec (ax)k>1 et (bk)k>1 centrés, de variables unitaire deux suites indépendantes

de mesure spectrale 1,(dx) = i} (dx) + ¥,(x)dx avec 1, > 0 p.s.. Soit
X ~ U([0,27]) indépendante des coefficients a et by.

Théoréme

P-p.s., f,(X) converge en loi sous Px vers /2mi,(X)N, ou N ~ A(0,1)
indépendant de X.

Autrement dit, P-p.s.,

n—+00

i 2m 2
VtER, lim Ex [¢™X)] = Exn [ew\/mw} _ L/ ™
0
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TCL Salem-Zygmund, cas dépendant

Remarques:

@ Quand p(k) = do(k) < 1, =1/27, on retrouve le TCL

Salem-Zygmund indépendant classique.
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TCL Salem-Zygmund, cas dépendant

Remarques:

@ Quand p(k) = do(k) < 1, =1/27, on retrouve le TCL

Salem-Zygmund indépendant classique.

@ Quand p(k) n'est pas triviale, la loi limite sous Px n’est plus Gaussienne

mais un mélange Gaussien !
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TCL Salem-Zygmund, cas dépendant

Remarques:
@ Quand p(k) = do(k) < 1, =1/27, on retrouve le TCL
Salem-Zygmund indépendant classique.

@ Quand p(k) n'est pas triviale, la loi limite sous Px n’est plus Gaussienne

mais un mélange Gaussien !

@ Si =0 (i.e. u, purement singuliere), la limite précédente est nulle —

nécessité d'une autre renormalisation.
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Idée de preuve

© On montre que
2
A, :=E UEX [] —Ex {e—é%mw(x)” } < 2o
Par Borel-Cantelli, on en déduit que P-p.s., quand n — 400,

’EX |:eitfn7(X) B e_§27TKn7 w,,(x)] S0
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Idée de preuve

© On montre que
2
A, :=E UEX [] —Ex {e—é%mw(x)” } < 2o

Par Borel-Cantelli, on en déduit que P-p.s., quand n — 400,

’EX |:eitfn7(X) B e—§27rKn7 w,,(x)] S0

@ Soit m > 1. Il existe un unique n tel que N’ < m < (n+1)". Parle
théoréme de Birkhoff-Khinchine,

}EX [eitfn7(X)] —Ex [eitfm(X)]| -0 ( 1 ) .

ml/14
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Idée de preuve

© On montre que
2
A, :=E UEX [] —Ex {e—é%mw(x)” } < 2o
Par Borel-Cantelli, on en déduit que P-p.s., quand n — 400,

’EX |:eitfn7(X) B e—§27rKn7 w,,(x)] S0

@ Soit m > 1. Il existe un unique n tel que N’ < m < (n+1)". Parle
théoréme de Birkhoff-Khinchine,

}EX [eitfn7(X)] —Ex [eitfm(X)]| -0 ( 1 ) .

ml/14

© Par l'inégalité triangulaire, quand m — 400, on a P-p.s.,
‘EX [eitf,,,(X) B e—%27rK,,,*,u,,(X):| ‘ 0.

On conclut par convergence dominée.
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Convergence du processus (gn(t))te[o,27]

On peut généraliser aux marginales fini-dimensionnelles le résultat de

convergence précédent.

Proposition

P-p.s., quand n — +oo, les marginales fini-dimensionnelles de (gn(t))cco,2x]
convergent vers celles d'un processus limite (800 (t)):c(o,2x) de la forme
21 (X)N, ott N = (N:)ecpo,2x] est le processus Gaussien stationnaire de

covariance sinus cardinal et indépendant de X.
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Convergence du processus (gn(t))te[o,27]

On peut généraliser aux marginales fini-dimensionnelles le résultat de

convergence précédent.

Proposition

P-p.s., quand n — +oo, les marginales fini-dimensionnelles de (gn(t))cco,2x]
convergent vers celles d'un processus limite (800 (t)):c(o,2x) de la forme
21, (X)N, ot N = (N:)¢tefo,2x) est le processus Gaussien stationnaire de

covariance sinus cardinal et indépendant de X.

On montre enfin la tension pour la topologie C' pour en déduire la convergence
pour la topologie C! du processus g, vers go. Il suffit pour cela d'établir un

critére de Lamperti pour Ex|g.(t) — gi(s)|* et Ex|gn(t) — gn(s)>.
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Convergence du processus (gn(t))te[o,27]

En exploitant I'orthogonalité dans L?([0,27]) pour les fonctions cosinus et

sinus, on a P-p.s, pour tout s, t € [0, 27],

Exlgn(t) — gn(s)” = fzawbk)sm( “(t-5)) < C@le - sP,

k
Exlgi(t) - i) = fZ s (£ (- 9)) < e - 5P
car par Birkhoff-Khichine,

C(w) —sup2 Zak+bk

n>1

est bornée P-p.s.
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Convergence du processus (gn(t))te[o,27]

En exploitant I'orthogonalité dans L?([0,27]) pour les fonctions cosinus et

sinus, on a P-p.s, pour tout s, t € [0, 27],

Exlgn(t) — gn(s)” = fzawbk)sm( “(t-5)) < C@le - sP,

k
Exlgi(t) - i) = fZ s (£ (- 9)) < e - 5P
car par Birkhoff-Khichine,

C(w) —sup2 Zak+bk

n>1

est bornée P-p.s.Ainsi on a

Proposition

P-p.s., la famille des lois de (gn(t)):cjo,2x] Sous Px est tendue pour la topologie
c*([o, 27]).
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Convergence du processus (gn(t))te[o,27]

CV des marginales fini-dim + Tension C* = CV du processus, plus

précisément:

Théoreme

P-p.s., le processus (ga(t))cc[o,2x] = (f,, (X + %))te[o,h] converge en loi sous

Px pour la topologie C vers le processus limite (850 (t))¢ef0,2x] donné par

8oo 1=/ 2mYp(X)N,

ol N = (Nt)iejo,2n est le processus Gaussien de covariance sinus cardinal,

indépendant de la variable uniforme X.
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Continuité du nombre de zéros

On rappelle qu’'une fonction f est non-dégénérée sur [0, 27] si

(F@+ (1)) > 0.

inf
te[0,2n]

Sur de telles fonctions, on a:

Proposition

Soit (fa)n>1 € C*([0,27])" convergeant vers f € C*([0,27]) pour la topologie
C', avec f non-dégénérée sur [0,2r]. Alors N (f,, [0,27]) et N(f, [0, 27]) sont
finis pour n assez grand et

lim N (fy,[0,27]) = N(f, [0, 27]).

n—+00
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Comme la suite de processus {ga(-)},>1 converge pour la topologie C* vers geo

non dégénéré, on en déduit

Proposition

@ P-p.s., quand n — +oo, la variable aléatoire N(gx, [0,27]) converge en loi
sous Px vers N(gw, [0, 27]).

@ Quand n — +00, N(gn,[0,27]) converge en loi sous P ® Px vers
N (g, [0, 27]).
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On souhaite montrer que

i N [0.27]) _
n—+00 n

n~II>Too Ex [N(g"v [07 27T])] = Ex [N(gfxl’ [Ov 27(])] )

(resp. lim 7EN()‘"’[O’27TD

n—+o0 n

= ]EJP’®]PXN(gOO7 [07 27[’])
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On souhaite montrer que

i N [0.27]) _
n—+00 n

n~II>Too Ex [N(g"v [07 27T])] = Ex [N(gfxl’ [Ov 27(])] )

EN(fo, [0,27])

(resp. lim = ]EP@JPXN(goov [07 271-])

n——+oo
Aucune condition est imposée ici sur la partie singuliere y;, de la mesure
spectrale. La convergence du processus précédente ne suffit pas pour en
déduire la convergence du moment d'ordre 1. On montre alors que |'on a
équi-intégrabilité sous Px (resp. P ® Px) pour pouvoir conclure 2 la

convergence des espérances.
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Proposition

o Pour pi,(dx) = ,(x)dx + p;, avec 2, > 0 p.s. Soit 7 > 0. Si de plus
log(v,) € L**7([0,27]), alors

Sup]EJP’@[P’X UN(gm [O> 27T])|1+7]/2:| < +00.
n>1

@ Pour p,(dx) = 1,(x)dx, que I'on suppose Vvérifie

A.l : Il existe « € (0, 1] tel que pour tout § > 0,

sup [[Po(- + h) + ¥p(- = h) = 20, ()2 (p0,.2m)) = O(6%)-

[h|<8
A2 : Il existe v > 0 tel que ¢, € L*([0, 2x]).

Alors on a une condition d'équi-intégrabilité sous Px:

supEx [NV (gn, [0,27])[""?] < +oo.

n>1
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Nombre de zéros p.s.

On suppose dans la suite que

Théoréme

Sous les hypothéses précédentes respectivement, P-p.s.,

 N(f[0,2m]) _ 2
nllToo n a \/§7
i EN(f[0.27]) _ 2
n—+o00 n \/§
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Nombre de zéros p.s.

Remarques:

@ L'hypothese A.1 est satisfaite dés que 1, est Holderienne et A.2 implique

la condition de log-intégrabilité du théoreme en moyenne.
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Nombre de zéros p.s.

Remarques:

@ L'hypothese A.1 est satisfaite dés que 1, est Holderienne et A.2 implique

la condition de log-intégrabilité du théoreme en moyenne.

@ En particulier si les entrées ax et by sont données comme accroissement de

MBF, I'universalité p.s. est vérifiée (amélioration du résultat [ADP19]).
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Signaux périodiques génériques
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Souvent, I'étude des signaux aléatoires s’est intéressé a des fonctions

analytiques du type

Gal(x) = Y &xdu(x);

ol (&)k>1 est une suite de v.a. i.i.d. (voir Nguyen, Vu -2018)
o ¢x(x) = x*: polyndmes de Kac
o ¢u(x) = ﬁxk: polyndmes de Weyl
Ici on va travailler avec f fonction non-analytique, continue, 27-périodique, C*

par morceaux, (f,f) > 0,(f' f') > 0 pour étudier les zéros de

n

Sa(t) = Z af(kt), telo,2n],

k=1
avec ai, ..., an i.i.d. centrés de variance unitaire et admettant un moment

d’ordre 3.
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Universalité locale (Angst, Poly- 2020)

On consideére
pn + t)>
Xa(t) : , teR,
-G (1

avec pp/n — a € (0,27) \ 7Q vérifiant une condition arithmétique. Sous des

conditions de moments et régularité de f, on a

Théoreme: universalité locale (Angst, Poly -2020)

Pour tout intervalle [a, b] C R, quand n — +o0,
N (Xn, [a, b]) = N (X, [a, b]),

ol X est un processus Gaussien stationnaire tel que

E N (X, 3, B)] = 22
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[e]e]e] lo}

CV vers un processus Gaussien

Posons ga(t) := Sa(X + t/n) défini sur [0, 27].

Théoréme

Dés que f € C?, le processus (gn(t))ccpo,2x] converge en loi pour la topologie C*

vers un processus Gaussien stationnaire non-dégénéré de covariance

. B y p(u) = %fou(f % F)(x)dx, u#0
Ex[goo(t)goo(s)] = p(t —5), a ec{ o0) =< F.F >

En particulier,
_ 2 (17l
V3V Ifll2

E]P’®]P’XN(g°<>7 [07 27T])

On en déduit comme précédemment que quand n — 400, P-p.s.,
N(gn, [0,27]) converge en loi sous Px vers N(goo, [0,27]) et donc
N (gn, [0, 27]) converge en loi sous P @ Px vers N (go, [0, 27]).



Signaux périodiques génériques
[e]e]e]e] }

Pour conclure a la convergence des espérances sous P ® Px, on souhaite établir
une estimée d'équi-intégrabilité. On suppose de plus que f est polynomiale par
morceaux avec des raccords CY, avec q assez grand et qu'il existe un voisinage

de zéro sur lequel |[fU)(x)| > a > 0 pour un certain indice de dérivation j assez
grand.

Par ailleurs,

Proposition

P-p.s., N(Sn, [0,27]) = O(n°).

Sous I'hypothése additionnelle précédente, on a équi-intégrabilité et donc

lim EN(Sn, [0,27])

n—+oco n

lim Epgey,N(gn, [0,27])
n—+oo

2 f’
- Ep@pxj\/'(goo7[0’27r]):% ||||f|||\22'
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Perspectives

@ Universalité globale pour le signal triangulaire?
@ Cas p, continue non absolument continue: soit A € (0,1). On considere

+o0

Y)\ = Z Sn)\n,

n=0
ol &, vaut 1 avec probabilité 1/2. On note vy := Py, de sorte que

Un = #250= (6_an + 6an)

N =

Pour A < 1/2, v est singuliere. Quel est |'asymptotique dans ce cas pour

le nombre moyen de zéros réels de f,?

o Extension des méthodes non-Kac (point de vue S-Z d'une variable

uniforme) pour les polynémes algébriques.

@ Modeles en plus grande dimension, sur les variétés.
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