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Définition : Dynamique adaptative

Etudier les liens entre I'écologie et I'évolution.

Mécanismes de |'évolution

e Hérédité e Mutations e Sélection

| A

Hypotheses biologiques

(HB1) Population asexuée ~~ Simplifier le schéma de reproduction.

(HB2) Mutations rares
~~ Séparation des échelles de temps écologique et évolutive.

(HB3) Petites mutations
~» BEvolution agit lentement sur les caractéristiques individuelles.

(HB4) Grande population ~» Densité de population déterministe.

\

[1] METZ, GERITZ et al. (1996)
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~~ Fournir une description de 1’évolution du trait dominant :
Equation Canonique de la Dynamique Adaptative (CEAD)?I.

Equation Canonique

CEAD = ‘ Gradient de fitness ‘ X ‘ Effets des mutations ‘

[2] DIECKMANN, Law (1996)

4/30



Contexte mathématique

5/30



Contexte mathématique
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(HB2) ~ Probabilité de mutation p (HB3) ~~ Taille des mutations o
(HB4) ~ Taille de population K

Une approche basée sur des EDP

IBM L) EDP L} CEAD1
K — 4+ oc—0

| A\

Une approche stochastique

IBM L) TSS L) CEAD2
K — 4+ oc—0

p—0

[3] FOURNIER, MELEARD (2004) [4] DIECKMANN, JABIN et al (2005) - [5]

CHAMPAGNAT (2006) - [6] CHAMPAGNAT, MELEARD (2011) 6/30
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Notre approche - Mutations individuelles fréquentes (] = 1)

IBM > CEAD3

K — +o0
o— 0

8/30



9/30



Modeéle
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(1) Processus de Naissance-Mort-Compétition-Mutation!-],

Chaque individu est caractérisé par un trait phénotypique
continu z € X C R : e.g. la taille du corps & maturité.
Au temps t, la population est composé de N7 (¢) individus et de

traits r1,. .., Tyr.0 () et déerit par le processus a valeurs mesures:
le',o(t)
Ko 2 : N
vy = } . ();,;L .
=1

(2) Taux de transition d’un individu de trait « (p = 1).

Naissance au taux b(z) d’un trait mutant y := 2 + o // ou

Mort sans compétition au taux d(x).

Mort par compétition avec n’importe quel autre individu de trait

c(z.y)
y au taux —3 .

[7] BOLKER, PACALA (1997) - [8] FOURNIER, MELEARD (2004) 1o/30



(3) Autres parametres biologiques.

n(x) = % : densité d’équilibre d’une population

monomorphique de trait x quand il n’y a pas de mutation.

Fit(y, z) := b(y) — d(y) — c(y, z)n(x) : fitness d’un individu
mutant de trait y dans une population résidente monomorphique
portant le trait z.
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Résultat
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Résultat
oe
Théoréme (En construction)

On suppose

de bonnes hypothéses concernant les parameétres biologiques :
~ régularité sur b(z),d(x),c(z,y), m(dh),

l/é(’a de support {xo} pour tout K et pour tout o,

p=1,0—0 et K — 400 de sorte que
oK K%,

Alors, pour la topologie de SKOROHOD sur D (R4, MFp),

K,o Loi .
(VKZ}‘Z >t>0 K——>+0°° (n(m(t))az(t))@()
oc—>

7(z(t)) / h*m(dh) (CEAD3)

3/30



14/30



Intuitions de preuve
O®000000000000000

IBM : Trois échelles de temps

Temps
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IBM : Trois échelles de temps

Taille de Temps

population

[Tres rapide]

Dynamique tres rapide

~+ Taille de population <1,1/tK’U>
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IBM : Trois échelles de temps

1 Ko2
Taille de Trait moyen Temps
population
[Tres rapide] [Lente]

Dynamique lente

~+ Trait moyen
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IBM : Trois échelles de temps

1
1 K Ko?
Taille de Distribution Trait moyen e
population recentrée et dilatée
[Tres rapide] [Rapide] [Lente]

Dynamique rapide

~+ Distribution recentrée, dilatée et rescalée de traits

JKoo N7 (1)
v ::K<1,I/ ”) Zl O (ri==(7)
= (h 1 OT_Z<VK,U))ﬁ VtK,U
VK ¢ <11/ >
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IBM : Trois échelles de temps

K T
Distribution Trait moyen Temps
recentrée et dilatée
[Rapide] [Lente]

~> Intuitions sur un modele jouet.
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Modeéle jouet

£5°0w) = L [ yda)C@) [ m(an) [@ ( - % n 5‘;(””) - @(y)}

+ KLO'Q ; v(dz) /X v(dy)b(z,y) [<I> (1/ — % T i) ‘I’(V)}

~ Taille de population fixée ~+ Lent-Rapide : (z (v),?) ou
Trait moyen z(v) := (id,v)

Distribution recentrée et dilatée des traits

U= (hﬁ OT,Z(U))ﬂl/
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Intuitions de preuve
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(a) Comportement asymptotique - Composante lente

Fonctions tests : & (z, ) = f(2),

. 14 Mo (f
LED (2,0) = f(2)(02b(2, 2) — 01b(2, 2)) +0 (+—2(“)> .

K

(b) Comportement asymptotique - Composante rapide

Fonctions tests : ® (z, 1) = Fy (1) == F ({g, ;L)),”
£5%8 (2,0) = 10 | F' (0. { a0 (%)
+0(2,2) [(g", ) Mo (1) — 2 (g’ 14, 2)] }
+ B (g iz, 2) { (0% ) = (9 ) + ()" Ma (3) — 2 (') (9 x . )}
14+ Ma () + M3 ()
+o )

K

ou Mj (p) = fX |z A(dz) et Co = f h2m
~~ On reconnait un processus de FLEMING-VIOT neutre recentré.
17/30
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Cadre. (Q,F,(Fi).,) ot Q:=% ([0, +oo[, M1(R))

Probléeme de martingale pour FLEMING-VIOT original

La probabilité PLY € M1 (Q) est solution au probléme de martingale de
FLEMING-VIOT avec condition initiale v € M;(R), si le processus canonique
(Y2),5, sur € satisfait PEV(Yy = v) =1 et si pour tous F € €%(R,R) et

g€ cgbZ (R7 R)7

ME (@)= P (0, Y) = F (o) = [ (tg.v) (57 as
0

- / F" (g, Ya) (2. %2) — (0, )] ds  (#)

est une PY'Y —martingale.

[9] ETHERIDGE (2000)
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Intuitions de preuve
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Cadre. (ﬁ,f, (ft)t}O) ou
Q= {X € % ([0, +00), MT?(R)) ’VT >0, sup /lezxt(dm) < OO}
0<t<T Jg

avec Mi’Z(R) = {,u € M1(R) ‘ f[R |z|2p(dz) < oo, JJR zp(dz) = O}.
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Intuitions de preuve
Probleme de martingale pour FLEMING-VIOT Fecentre

La probabilité P, € M1(Q) est solution au probléme de martingale de FLEMING
-VIOT recentré avec condition initiale u € ME’Z(R), si le processus canonique
(Xt)y50 sur Q satisfait P, (Xo = p) =1 et pour tous I € €?(R,R) et

g € 2(R,R),

t 11
M () = F ,X))—F((yX))—/ F' (g, X)) ({ £, X,
t \g g, Xt g, X0 ; g <<2 >

+ [{g", Xs) Ma(Xs) —2(g x id, X>]> ds

- 7/ F" ({9, Xs)) [(<927Xs> — (9, Xs)?) (49)
0

+ (g, XY M2 (X2) — 2 (g, Xa) (g x id, X5>] ds

est une P, —martingale.
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Intuitions de preuve
Probleme de martingale pour FLEMING-VIOT Fecentre

La probabilité P, € M1(Q) est solution au probléme de martingale de FLEMING
-VIOT recentré avec condition initiale u € ME’Z(R), si le processus canonique
(Xt)y50 sur Q satisfait P, (Xo = p) =1 et pour tous I € €?(R,R) et

g € 2(R,R),

t 11
M () = F ,X))—F((yX))—/ F' (g, X)) ({ £, X,
t \g g, Xt g, X0 ; g <<2 >

+ [{g", Xs) Ma(Xs) —2(g x id, X>]> ds

- 7/ F" ({9, Xs)) [(<927Xs> — (9, Xs)?) (49)
0

+ (g, XY M2 (X2) — 2 (g, Xa) (g x id, X5>] ds

est une P, —martingale.

~~ Les termes en bleu décrivent les effets diis au recentrage.
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Intuitions de preuve
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Théoreme [Existence]

Pour tout p € M§’2(R), il existe une probabilité P, € My (5) vérifiant (¢4).
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~+ Basée sur le probléme de martingale (¢)

On consideére Z; := T_q,v,)4 Yz.
~> Objectif. Montrer que la loi de (Z),., est solution de (#4).

Décomposition en semi-martingale de DOOB de
Fy(Z) = F ({9, Z4)) = F (<9 ° T—(id,Yt)7Yt>) .

Attention ! F (<g o T_<id7yt)7)/;§>) n’est pas de la forme H ((h,Y:))
avec h déterministe.

Suite de subdivisions 0 = tg <t < --- <t, =T de [0,7T] de pas
tendant vers 0 telle que, pour ¢t € [0,77] :

pn—1

Fy(Z)) = Fy(Zo) = > {Fy(Zin ni) = Fy(Zipni) }

21/30
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Développements asymptotiques.

pn—1

Fy(Ze) — Fy(Zo) = Z {(A), +(B),+0 <’<i(1«)};'+]/\t - Yz;'/\z‘;’

i=0

/
(g® / — Yin
(9 OT7<.L1,yt;,,(,>‘)‘wnm )zt/\t/

>

3
+
k

=0

ol
/ \ /
- / - -
(A)I = (QI ° /_7<‘(13/I,,N><)r;'Ar/>> {‘\!I ° T—<uLY,M,>'§‘1'+1M - ):;'/\f>
/i1 v - / ;0\ / , s\
- <\1‘1-}f,j’71/\t - }r[’/\r> X R!/l o 77<‘d‘ytT‘At>- 5'1;’At// + <\.‘// o T—<i‘l.Y,~’1,\,>'1'15rlM - 5'1;%1/}

Ly V) g Vi )1
5 \IL Ter At tiAt) \,(/ 7'7<"H,'”M>. LT‘“/]

12 <<\/\'(/OT*<i‘1-Yr:1M>'5;;1At>> [/ r e
(B); = 5 1\'(/OT—<u1,Y}:,M>'1’lLJA"' *)r;'/\f//
+(d Yo pe—Yirne) (g o7 Vond)
(d Yo, ne = Yerne) (90 T (i) A
/ a TAYZ y 7 / A
—2(go° Tf<n|‘};;./\t>‘y‘l’. e = Yepne ) (id Yo e — Yirae) Q\-‘/ °© T*<|«1.Y;;xmt>.yt;‘/\t/J
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Décomposition en semi-martingale de Doob de (id, Y; — Ys).
Dans (¢), M*4(g) est bien définie pour g € €2(R,R).

~» Extension. Pour tout k € N, M (idk) est bien définie.

Pour tout v € M¥(R),

t
M (id*) :=<idk,Y§s>—<idk,Yo>—/ <@id’“—2,n>ds, k>2,
0

est une PI'V —martingale.

En particulier, les termes de la forme
(id, Yy = Yinar) = M (id) — M p(id), s>t AL
font sens.
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Dé_cornposition en semi-martingale de Doob de
(9V 0 7_javay, Yo — Ys), j € {0,1,2}.

id ®) _ ©)
A{ti%lm‘, (g © T—<id,Yt;L/\t>> ]\4tz//\t <g ° T—<id,Yt:L/\t>>

avec j € {0,1,2}
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Dé_cornposition en semi-martingale de Doob de
(99 0T (avay, Yo = Ye), j € {0, 1,2}

avec j € {0,1,2}

24/30
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Dé_cornposition en semi-martingale de Doob de
(99 0T (avay, Yo = Ye), j € {0, 1,2}

avec j € {0,1,2}
~~ Probabilités régulidres conditionnelles!

10,11]

[10] IKEDA-WATANABE (1987) - [11] KARATZAS-SHREVE (1991)
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Décomposition en semi-martingale de Doob de
<g(” O T_(id,Ys)s Yt — Ys>7 j€{0,1,2}.

id j id j
]‘Jt;"+1/\t Q(J) °T 4 (W)_Mt;‘/\t g(]) °T . (w)
7<1d’w‘[0,t2’/\t]> 7<1d’w|[0,t;"/\t]>

avec j € {0, 1,2} qui sont des P(dw)—incréments de martingales sur .
~~ Probabilités régulieres conditionnelles!' 1]

[10] IKEDA-WATANABE (1987) - [11] KARATZAS-SHREVE (1991)
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Intuitions de preuve
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Décomposition en semi-martingale de Doob de
<9(J) O T_(id,Ys)s Yt — Ys>7 j€{0,1,2}.

Mtifilm g(j) oT (W)_Mtig/\t g(j) oT (w)
' 7<id’w‘[0,t’,’/\t]> ' 7<id’w|[0,t7}/\t]>

avec j € {0, 1,2} qui sont des P(dw)—incréments de martingales sur .

~~ Probabilités régulieres conditionnelles!' 1]

De plus, on a

t?_HAt
@) Yin —Yn = (I+2) Y, ) d:
<9 07—7<id$ytz"At,>’ o At~ Yinag - g OT*<‘def,7L?m>’ s )ds
id () _ pMid €)
+ Mtszrl/\t <g °© T—<id,Ytn/\t>> Mt?/\t <g °© T—<id,Ytn /\t>> ’

[10] IKEDA-WATANABE (1987) - [11] KARATZAS-SHREVE (1991)

N | =
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Théoréme [Unicité]

Le probléme de martingale du FLEMING-VIOT recentré (¢4) admet une
unique solution.
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Intuitions de preuve
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Théoréeme [Unicité]

Le probléme de martingale du FLEMING-VIOT recentré (¢4) admet une
unique solution.

~» Méthode de dualité!'* ' '*

[12] DAwsON (1993) - [13] ETHERIDGE (2000) - [14] ETHIER-KURTZ (1987)
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Pour tout n € N*, € M1(R) et f € €2(R",R)

F(f. ) i= (f, ") = / . / F(r . wa)u(den) . ()
B™ f(x) == %Af(x) —2v(Vf(z).1)(z.1), z€R™

Le générateur de FLEMING-VIOT recentré Lpy . appliqué aux
fonctions p +— F(f, 1) avec f fixé, vérifie :

n n

LrveF(fp) = <B(")f, u"> +D D (@i fou™ ) = ()]
i=1j—=1
i

Z Z K fou™ ) = (fou™)] +am® (f, 1)
F(f,

1) +yn® (f, 1)
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Le générateur de FLEMING-VIOT recentré Lpy . appliqué aux
fonctions p+— F(f, 1) avec f fixé, vérifie :

LrveF(f, 1) = <B(")f, u”> +72 Z (i fop" ") = (f1™)]
i=1j=1
i#i

HM:

Z Kif,m™ Yy = (fow™)] +n® (f, 1)

::E}F(f p) +n® (f, 1)

ot ®; ; : GZ(R",R) — %Z(R" !, R) est 'application obtenue & partir de f
en remplacant x; par z; et en renumérotant les variables :

@i,jf(asl, .o ,.Tnfl) = f(l‘h oy L1, Liy XLy e oo 3 Lj—1, Ly Ly Tjd1y - - - ,.Tnfl) .
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Le générateur de FLEMING-VIOT recentré Lpy . appliqué aux
fonctions p+— F(f, n) avec f fixé, vérifie :

LeveF(f, 1) = <B(”)f, u”> Ay Uity = ()]

i=1j=1
R
Y D (K fom™ ) = (fo )] 4 yn® (fu")

i=1j=1
= B () + ()

ot K; j : €2(R",R) — %2(R""! R) une application vérifiant
gy b

Ki,jf(l‘h s a'rnwxn-i-l) = 61’2jf(m13 s axn)mgﬁ—l'
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Le générateur de FLEMING-VIOT recentré Lpy . appliqué aux
fonctions p+— F(f, 1) avec f fixé, vérifie :

LoveF(fum) = (B®fu") 4730 37 (®iifon ™) = ()]
i=1j=1
JFu

T D0 D0 WK o) = (fon™)] o (Fu)

i=1j=1
= LyE(f. ) +m® (F.1")

~~ Suggeére d’introduire un processus dual (&), (15,16]

[15] ETHIER-KURTZ (1987) - [16] ETHIER-KURTZ (1993)
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Le générateur de FLEMING-VIOT recentré Lpy. appliqué aux
fonctions p +— F(f, 1) avec f fixé, vérifie :

n n

LrveF(fn) = <B<")f, “n> +D D (@i fou™ ) = (fum)]
i=1j=1
J#i

HM:

Z Kijfom™y = (fo )] +n® (f, 1)

’11

= } (f, 1) +yn® (f, ")

~ Suggére d’introduire un processus dual (&), [15.16] et de
prouver une relation de dualité de la forme:

Vt>0, E <<§0, ZtM(O)>) - (<gt, Z§“t>> exp <7 /t M?(u)du»
0

[15] ETHIER-KURTZ (1987) - [16] ETHIER-KURTZ (1993)
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Intuitions de preuve
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Le générateur de FLEMING-VIOT recentré Lpy . appliqué aux
fonctions p+— F(f, n) avec f fixé, vérifie :

LeveF(f,n) = <B(")f, u”> +y Y Uity = ()]

i=1j=1
j#£i
Y D (K fou™ ) = (fo )] 4 yn® (f ")

i=1j=1

=: L5F(f, 1) +yn® (f, 1)

Etape 1. Construction du processus dual. B (&)@0 saute

e pour tous i,j de f € GZ(R"™,R) vers K, ; f € €2(R"™,R) a taux v
e pour tous i # j de f € €2(R™,R) vers &, ;f € €2(R"™',R) & taux 7.

B (&), évolue selon le semi-groupe (T(">(t))t>0 associé 4 B,

26/30
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Soit M := (M(t)),5, PNM de taux de transitions :

(1) gnnt1 =0 (2) gnn-1=7vn(n—-1) (3) ¢,; =0 sinon.
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Soit M := (M(t)),5, PNM de taux de transitions :

(1) guni1 =" (2) gua-1=7n(n—1)  (3) ¢, =0 sinon.

Définition (Processus dual)

Pour tout M(0) € N*, pour tout & € "5172 (RM(O),R),

SE= T(M(T")) (t — Tn) FnT(M(T”*I)) (Tn — Tnfl) Tpo1... FlT(M(O)) (Tl) o,
Tn Kt < Tpt1, nEN,
ot ® (Tn), cn est la suite des temps de sauts de M avec 1o = 0

o (T'n),cn est une suite d’opérateur aléatoire vérifiant

VneN*,Vi;ﬁj, P(Fk:@%‘?

1
M) - n2 +n(n—1)

sur {M(TI;) =n, M (7x) :n—l}, et

Vn € N*,Vi,j, P (Fk = KiJ'

Mmoo
n? +n(n—1)

sur {M(T,;) :n,M(Tk):n-l—l}.
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Etape 2. Relation de dualité affaiblie. Pour tout k € N, on introduit
le temps d’arrét

01 ::inf{t)O‘M(t)}k‘ ou Jse 0,4, <§S,Zﬁ<j>>>k}.

Théoréme [ldentité de dualité affaiblie]

Soit (Zt),5, dont la loi P, est solution au probléme de martingale (¢4).
Soit (gt)@o défini comme ci-dessus, construit sur le méme espace de
probabilité que (Zt),,, et indépendant de (Z:),-

On a identité de dualité affaiblie: pour tout k € N, pour tout temps
d’arrét 6 tel que 0 < Oy,

Vi 20, Ege) (<507 foéo)»

tAO
=E(u0) <<§m97 Zév[(t/\e)> exp (’Y/ Mz(u)du)) .
0
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(1) Processus de MORAN - Généalogie de KINGMAN!!718]

e Processus de MORAN neutre & N individus : (YtN )
e Généalogie associée : N —coalescent de KINGMAN

: : N, N
~» Construction de deux versions : (Yt ”) resp. (Yt ’”)
20 20

t>0

. . (>N =N
~» Construction de leur recentrage associé : (Zt ’“) resp. (Zt ’”)
20 >0

(2) Résultats

Théoréme [Ergodicité du processus particulaire recentré sans sélection]

Soient y, v € M3(R). 1l existe une constante C'(N) telle que

1L (28) = £, (2Y)]|, < C(V)e T

[17] ETHERIDGE (2011) - [18] N. BERESTYCKI (2009)
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Merci de votre attention !
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