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Cadre

En probabilités, les limites de bruit faible ont une longue histoire
(Freidlin-Wentzell, Grandes déviations).
Ici nous nous intéressons a des EDS sur R de la forme:

Xy
dx;

X0

b(X))dt + Fo(X])dW,

et analyser la limite v — oc.



Exemple expérimental issu de la mesure quantique

Robn Themique

Selon Bauer, Bernard et, T lloy, on ;?euq considérer un systéeme quantique a deux
états Eo, E5.
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En fait, une théorie de filtrage quantique/ systémes quantiques ouverts donne:
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Exemple expérimental issu de la mesure quantique (I1)

On observe
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Commentaires

Sketch:

Il semble y avoir:

@ un processus de sauts métastable entre les états {0,1}. (Markov?). Collapse
local cohérent avec I'axiomatique du réduction du paquet d'ondes.

@ la plupart du temps, le processus vit dans un petit film en (’)(7'%) au
voisinage de 0 et 1. —_
@ Décoration par des spikes trés fin.
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Questions
@ comment formaliser les phénoménes décrits? Phénoménes ou processus?

@ peut-on écrire un théoreme limite?

Prérequis: Il faut nécessairement distinguer
@ la convergence vers le processus a saut dans une topologie faible aprés lissage.

@ la convergence vers le processus a spikes dans une topologie forte, et
exotique?



Sommaire

© Théoreme



Hypotheses
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Dans toute la suite, nous supposerons au sujet de (b, o) qu'elles sont toutes les
deux lisses et:

@ le bruit s'annule seulement en 0 et 1:
c(0)=0(1)=0 ;¥0<x<1, o(x)>0.

@ le drift est entrant:
b(0)>0; b(1)<0.

Ainsi quand le bruit s'annule, le drift "ramene la diffusion a I'intérieur”.



La topologie de Hausdorff

Dans le but de capturer la convergence de graphes C R? vers des spikes,
définissons la topologie de Hausdorff sur

F(R?) := {X C R? | X fermé} ,
induite par la distance:

dg(X,Y)=inf{e>0| XCY+eB, YCX+eB}
x,\) a?emejs
B - 8
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Les objets

Deux processus:
@ Définissons x = (x¢; t > 0) le processus de Markov a saut sur {0, 1}, avec
pour intensités de transitions:

L =1bO)], LY =[b(1)] .

@ Définissons le processus de spikes comme le processus a valeurs dans les
parties de [0,1], X : Ry — P([0,1]) obtenu comme suit:

X, X[

* Intensity
16(1) | dt ® 1o,
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L Intensity | 6(0) | df ® 221




Le théoreme

Theorem

z
Il est possible de coupler X7 a la paire (X, x) pour différents ~ f 1, de fagcon a ce
que les convergences suivantes aient lieu presque siirement:

@ pour toute fonction continue a support compact f : R, xR — R, on a:

Iim/ dtf(t,XZ):/ dt f(t,x¢) .

@ Dans le sens de la convergence de Hausdorff pour les graphes, on a la
convergence sur tout horizon H > 0:

lim {(£,X/); 0<t<H}={(t,X;); 0<t<H} .

Y—>0o0
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Quvertures

Etrangement, les bruits forts ont beaucoup plus d'universalité que les bruits
faibles, avec une réponse plutét compléte en dim 1.

Mais ce drdle de phénomene de "spiking” et "collapsing” nous laisse encore du
travail:

@ en théorie du filtrage classique, avec le filtre de Shiryaev-Wonham.

@ en trajectoires quantiques, en dim > 1. La convergence lissée est bien mieux
comprise que les spikes, qui reste une question ouverte.

@ question de physique fondamentale: comment modérer |'axiome de réduction
du paquet d’onde en mécanique quantique?
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