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Loi de Fourier

1822→ Loi expérimentale de Fourier :
TL TR

J

J(x) =−K ∇T (x),

où K est la conductivité thermique du système.
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Présentation du système

On considère un système de N particules, i ∈ {1, · · · ,N}.

TL

1 2 3 N−2 N−1 N

TR

La position de la particule i , notée xi(·), satisfait l’équation
différentielle stochastique suivante :

mi ẍi = (xi+1 +xi−1−2xi)+(δi,1TL +δi,NTR)
√

2midWi−(δi,1 +δi,N)ẋi ,

avec x0 = xN+1 = 0.
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État stationnaire

Pour observer le courant thermique, le système doit atteindre l’état
stationnaire.
La loi de Fourier s’écrit alors :

〈J〉s =−K ∇T ,

où 〈·〉s représente l’espérance par rapport à la mesure stationnaire.

5/21



GAËTAN

CANE

LJAD,
UCA

Loi de
Fourier

Système

État sta-
tionnaire

Résultats
his-
toriques

Résultats historiques

1967→ Lieb, Rieder et Lebowitz ont prouvé que :

〈J〉s ∼ TL−TR 6=
TL−TR

N
, → K ∼ N.

On suppose que (mi)i∈N est une suite de variables aléatoires i.i.d
positives.

1971→ Casher et Lebowitz ont prouvé que :

E [〈J〉s]∼ TL−TR

N3/2
6= TL−TR

N
, → K ∼ N−1/2.
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ÉTUDE DU SYSTÈME SOUMIS À
UN CHAMP MAGNÉTIQUE
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On considère une chaîne harmonique deux-dimensionnelle soumise à
un champ magnétique.
Soit (Bi)i∈N ∈ RN.

TL

1

B1

2

B2

3

B3

N−2

BN−2

N−1

BN−1

N

BN

TR

Une particule est maintenant représentée par un vecteur
deux-dimensionnelle (xi ,yi).
On a alors :

ẍi = (xi+1 + xi−1−2xi ) + (δi,1TL + δi,NTR)
√

2W x
i − (δi,1 + δi,N)ẋi

+ Bi ẏi ,

ÿi = (yi+1 + yi−1−2yi ) + (δi,1TL + δi,NTR)
√

2W y
i − (δi,1 + δi,N)ẏi

−Bi ẋi .
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ÿi = (yi+1 + yi−1−2yi ) + (δi,1TL + δi,NTR)
√

2W y
i − (δi,1 + δi,N)ẏi
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8/21



GAËTAN

CANE

LJAD,
UCA

Système

Courant
thermique

Phénomène

Processus
de
Markov

Théorème
sur λ

Exposant
de
Lyapunov

Théorème

Expressions des solutions

En passant en Fourier on peut écrire :(
Π(ω) B(ω)
−B(ω) Π(ω)

)(
X(ω)
Y (ω)

)
=

(
W x (ω)
W y (ω)

)
.

Pour i ∈ {1, · · · ,N} et ω ∈ R on a :

x̃i(ω) =
N

∑
j=1

[G1(ω)]ijW̃ x
j (ω) +

N

∑
j=1

[G2(ω)]ijW̃ y
j (ω),

ỹi(ω) =−
N

∑
j=1

[G2ω)]ijW̃ x
j (ω) +

N

∑
j=1

[G1(ω)]ijW̃ y
j (ω),

où :

G1(ω) =
1

Π(ω) + B(ω)[Π(ω)]−1B(ω)
et G2(ω) =−G1(ω)B(ω)[Π(ω)]−1.
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Courant thermique

TL

1

B1

2

B2

3

B3

N−2

BN−2

N−1

BN−1

N

BN

TR

On note
−→
FL la force exercée sur le premier oscillateur due au réservoir

de gauche.

−→
J =
−→
FL · (x1,y1)T .

Après calculs on obtient :

〈J〉s =
4(TL−TR)

π

∫ +∞

0
TN(ω)dω.
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Explication théorique du phénomène - 1

On a :

TN(ω) =
ω2∣∣f+N + iω(g+

N + f+N−1)−ω2g+
N−1

∣∣2 +
ω2∣∣f−N + iω(g−N + f−N−1)−ω2g−N−1

∣∣2 .

où (f−n )n∈N et (g−n )n∈N sont des processus stochastiques définis par :

f−n+1 = (2−ω
2−ωBn+1)f−n − f−n−1, f0−= 1, f−1 = c1−ω

2−ωB1,

g−n+1 = (2−ω
2−ωBn+1)g−n −g−n−1, g−0 = 0, g−1 = 1.

Soit Xn = (f−n+1, f
−
n )>.

Alors (Xn)n∈N est une chaîne de Markov vérifiant :

∀n ∈ N, Xn+1 =

(
2−ω2−ωBn+1 −1

1 0

)
Xn.
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où (f−n )n∈N et (g−n )n∈N sont des processus stochastiques définis par :

f−n+1 = (2−ω
2−ωBn+1)f−n − f−n−1, f0−= 1, f−1 = c1−ω

2−ωB1,

g−n+1 = (2−ω
2−ωBn+1)g−n −g−n−1, g−0 = 0, g−1 = 1.

Soit Xn = (f−n+1, f
−
n )>.

Alors (Xn)n∈N est une chaîne de Markov vérifiant :

∀n ∈ N, Xn+1 =

(
2−ω2−ωBn+1 −1

1 0

)
Xn.
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Par le théorème de Furstenberg on a :

E

[∥∥∥∥∥ N

∏
n=0

(
2−ω2−ωBn+1 −1

1 0

)∥∥∥∥∥
]
∼ exp(Nλ(ω)) ,

où λ(·) est l’exposant de Lyapunov associé à (Xn)n∈N.

λ vérifie les propriétés suivantes :

λ(ω) > 0 pour ω > 0.

lim
ω→0

λ(ω) = 0.

Par conséquent on a :

E[TN(ω)]∼ exp(−Nλ(ω)) .

Décroissance exponentielle de la transmission pour ω < λ−1(N).
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On obtient alors :

E [〈J〉s] =
4(TL−TR)

π

∫
λ−1(N)

0
E [TN(ω)]dω

+
4(TL−TR)

π

∫ +∞

λ−1(N)
E [TN(ω)]dω

=
4(TL−TR)

π

∫
λ−1(N)

0
E [TN(ω)]dω

+
4(TL−TR)

π

∫ +∞

λ−1(N)
exp(−Nλ(ω))dω

∼ 4(TL−TR)

π

∫
λ−1(N)

0
T∞(ω)dω,

où T∞ représente la transmission pour une chaîne harmonique
soumise à un champ magnétique d’intensité 〈B〉.
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On a donc :

E [〈J〉s]∼ 4(TL−TR)

π

∫
λ−1(N)

0
T∞(ω)dω.

On peut montrer que :

Si 〈B〉 6= 0, alors T∞(ω)∼ ω3/2.

Si 〈B〉= 0, alors T∞(ω)∼ ω2.
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Introduction d’un processus de Markov - 1

On rappelle que :

∀n ∈ N, f−n+1 = (2−ω
2−ωBn+1)f−n − f−n−1.

Soit :

f−n+1 + f−n−1−2f−n =−ω〈B〉f−n −ω(Bn+1−〈B〉)f−n + O(ω
2).

En passant à la limite continue on obtient :

∀t ≥ 0, f̈ (t) =−ω〈B〉f (t)−ωσηt f (t),

où ηt = B(t)−〈B〉 et σ = 〈B2〉−〈B〉2.
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Introduction d’un processus de Markov - 2

∀t ≥ 0, f̈ (t) =−ω〈B〉f (t)−ωσηt f (t),

On peut alors écrire que :

d
dt

(
f (t)
ḟ (t)

)
=

(
0 1

ω〈B〉 0

)(
f (t)
ḟ (t)

)
+ ωηt

(
0 0
−1 0

)(
f (t)
ḟ (t)

)
.

C’est une équation sous la forme :

∀t ≥ 0, ż(t) = A0z(t) + ωηtA1z(t).
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∀t ≥ 0, ż(t) = A0z(t) + ωηtA1z(t).

17/21



GAËTAN

CANE

LJAD,
UCA

Système

Courant
thermique

Phénomène

Processus
de
Markov

Théorème
sur λ

Exposant
de
Lyapunov

Théorème

Introduction d’un processus de Markov - 2

∀t ≥ 0, f̈ (t) =−ω〈B〉f (t)−ωσηt f (t),

On peut alors écrire que :

d
dt

(
f (t)
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Exposant de Lyapunov pour une famille d’EDS

Théorème (Wihstutz en 1999)

Soit c ∈ R et z un processus stochastique. On considère l’équation
différentielle stochastique suivante :

∀t ≥ 0, ż(t) = A0z(t) + σεηtA1z(t),

avec :

A0 =

(
0 1
−c 0

)
A1 =

(
0 0
−1 0

)
.

Alors :

Si c > 0, λ(ε) = σ2ε2

8c + O(ε6).

Si c < 0, λ(ε) =
√
−c + O(ε2).

Si c = 0, λ(ε) = λ̂ε2/3 + O(ε).

où λ est l’exposant de Lyapunov associé au processus z.
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Exposant de Lyapunov pour le processus de Markov

Dans notre cas on a ε = ω et c = ω〈B〉.

Pour 〈B〉= 0 on obtient λ(ω) = λ̂ω2/3.

Pour 〈B〉 6= 0 on effectue le changement de temps :

t̃ =
√

ωt,

ainsi :
λ = λ̃

√
ω,

où λ̃ est l’exposant de Lyapunov associé à :

∀t ≥ 0, ˙̃z(t) =

(
0 1
−〈B〉 0

)
z̃(t) + σω

1/4
ξt

(
0 0
−1 0

)
z̃(t).

Pour 〈B〉> 0, λ(ω) = σ2ω

8〈B〉 + O(ω5/4).

Pour 〈B〉< 0, λ(ω) =
√
|〈B〉|ω1/2 + O(ω5/2).
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ainsi :
λ = λ̃

√
ω,

où λ̃ est l’exposant de Lyapunov associé à :

∀t ≥ 0, ˙̃z(t) =

(
0 1
−〈B〉 0

)
z̃(t) + σω

1/4
ξt

(
0 0
−1 0

)
z̃(t).

Pour 〈B〉> 0, λ(ω) = σ2ω

8〈B〉 + O(ω5/4).

Pour 〈B〉< 0, λ(ω) =
√
|〈B〉|ω1/2 + O(ω5/2).
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Résultat sur la taille du courant

Résultat principal

Soit (Bi)i∈N une suite de variables aléatoires i.i.d :

Si E[B1] 6= 0 alors E[〈J〉s]∼ N−5/2, → K ∼ N−3/2.

Si E[B1] = 0 alors E[〈J〉s]∼ N−9/2, → K ∼ N−7/2.
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