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On considére un systéme de N particules, i € {1,---,N}.

TL

La position de la particule /i, notée x;(-), satisfait I'équation
différentielle stochastique suivante :

Xi = (X1 +Xi—1 —2x;) + (8 1 T +0; n Tr) v 21m;dW; — (8.1 4 0; N ) Xi,

avec xp = Xy+1 = 0.

4/21



Etat stationnaire
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Pour observer le courant thermique, le systeme doit atteindre I'état
stationnaire.
S La loi de Fourier s’écrit alors :

tionnaire

<J>5 = *KVT,

ou (-)s représente I'espérance par rapport a la mesure stationnaire.
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Présentation du systéeme

On considére une chaine harmonique deux-dimensionnelle soumise a
un champ magnétique.
Soit (By)ien € RY.

T

Une particule est maintenant représentée par un vecteur
deux-dimensionnelle (x;, y;).
On a alors :

% = (X1 + X1 —2%) + (81 T+ i nTR)V2W)X — (81 +8i )X + B,

Vi = i1 +Yic1 —2y1) + i T+ 8 n Tr)V2W) — (811 + 8 n)yi — Bixi.
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W*(o)
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GAETAN

LD < N(w) QB((D)) <X(w)>

—B(0) M(w)) \Y(o)

Courant Pourie {1,---,N}etocRona:
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Expressions des solutions

En passant en Fourier on peut écrire :
W*(o)
W (w))"

GAETAN
CANE

ea < N(w) cfs(m)> <X(o))>

—B(0) M(w)) \Y(o)

Courant Pourie {1,---,N}etocRona:

thermique

N -
Z[G1 Ny (@) + ;[Gz(w)]amy(w),
/:

N . N ~
Ji(@) = = Y [Gow)]; W (@) + Y [G1 (@)]; W (w),
=1 =
ou :
Gy (o) = ! ot Go(®) = —Gi (0)B(o)[N(w)] .

N() + B(0)[N(0)] ' 3(w)
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Courant thermique
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Courant
thermique

= : . : . .
On note F; la force exercée sur le premier oscillateur due au réservoir

de gauche. _
7= F-(xa,pm)".

Apres calculs on obtient :

(J)s = “(TL;W | /O = e
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10774

10794
T -2 0 2

Transmission pour un champ magnétique

@ Laléa entraine la suppression de la
transmission.

@ T est une fonction décroissante en N.

@ 7 est plus important prés de ® = 0.
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frii=@—0°—@By1)f, —f 4, fh—=1, fi =ci—0*—0B,

Explication

MR O = (- 07— 0By)dy —Gr s % =0, gy =1.

12/21



Explication théorique du phénoméne - 1

Ona:
GAETAN
CANE > 2
LJAD, . (O] (O]
UcA Tn(®)

I q 1 2 q 2
|+ i0(g +fy_y) — 0PNy | |fy +io(gy +fy_y) — 0Pgn_4]
oU (f; )nen et (g5, )nen sont des processus stochastiques définis par :

frii=@—0°—@By1)f, —f 4, fh—=1, fi =ci—0*—0B,

Explication

MR O = (- 07— 0By)dy —Gr s % =0, gy =1.

Soit X, = (f4,f,7) "

12/21



Explication théorique du phénoméne - 1

Ona:
GAETAN
CANE
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UcA Tn(®)

I q 1 2 q 2
|+ i0(g +fy_y) — 0PNy | |fy +io(gy +fy_y) — 0Pgn_4]
oU (f; )nen et (g5, )nen sont des processus stochastiques définis par :

fr.=0@—-0*—wBy1)f, —f_,, fh—=1, f =c —o’—0B,
n+1 n n—1 1

e griy = (2—0°—0Bni1)g, — g, 1, 9 =0, gy =1.
Soit X, = (f4,f,7) "
Alors (X,)nen est une chaine de Markov vérifiant :

2—0’— B —1
VneN, Xpq= ( L > X

1 0
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Par le théoréme de Furstenberg on a :
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E

n=0

) e

ol A(-) est I'exposant de Lyapunov associé a (Xp)nen-

e A vérifie les propriétés suivantes :
@ A(®) > 0 pour ® > 0.
@ limA(w)=0.
®—0
Par conséquent on a :

E[ T ()] ~ exp(~NM(®)).

Décroissance exponentielle de la transmission pour ® < A~ (N).
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On obtient alors :
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E[(J)s] = E[Tn(w)] do

AT, — Tp) /-x ()
T

J0

(Ehxyphcanon 4 T — T '}"71(N)
_ (LnR) / E [Tn()] do
J0
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Explication théorique du phénoméne - 3

On obtient alors :
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4(TL7 TR) A7(N)

E[()d = " [ TE[Ro)do

(Ehxyphcanon 4 T — T '}"71(N)
_ (LnR) / E [Tn()] do
J0

4(TL— TR) A7H(N)

~ - / Too(®)d,

T JO

ou Z., représente la transmission pour une chaine harmonique
soumise a un champ magnétique d'intensité (B).
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E[(J)e] ~ “(TL;W /0 M @)de

Explication

On peut montrer que :
@ Si (B) #0, alors T.(®) ~ ®%/2,
@ Si(B) =0, alors T..(®) ~ &?.
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Introduction d’un processus de Markov - 1

On rappelle que :
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fri

VneN, f=2—-o’-0Byq)f, —f ;.
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Introduction d’un processus de Markov - 1

On rappelle que :

VneN, f=2—-o’-0Byq)f, —f ;.
Soit :
iy +foy =2, = —0(B)fy —&(Bpy1 — (B))fy + O(e?).
En passant a la limite continue on obtient :
Vt>0, f(t)=—w(B)f(t)—wonf(t),

oun; = B(t)— (B) eto = (B?) — (B).
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Introduction d’un processus de Markov - 2

Vt>0, f(t)=—o(B)f(t)—wonf(t),

On peut alors écrire que :

alito) = (o o) (i) *om (s 0) (i)
C’est une équation sous la forme :

YVt >0, z(t)=Aoz(t)+onAiz(t).
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Exposant de Lyapunov pour une famille ’EDS

aemv  Théoreme (Wihstutz en 1999)

CANE
LJAD,
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avec .

0 1 0 0
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sur A
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aemv  Théoréme (Wihstutz en 1999)

CANE
LJAD,

ucA Soit c € R et z un processus stochastique. On considére I'équation
différentielle stochastique suivante :

Vt>0, Zz(t)=Aoz(t)+oenAiz(t),

avec .

0 1 0 0
Théoreme AO - (—C 0) A1 o (—1 0> ’

sur A
Alors :
® Sic>0,Me) = %€ 1 O(ef).
@ Sic<0,\€)=+/—c+ O(e?).
@ Sic=0, A(e) =Ae?/3+ O(e).
ol A est I'exposant de Lyapunov associé au processus z.
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Ton @ Pour (B) =0 on obtient A(®) = Aw?/3.

Pour (B) # 0 on effectue le changement de temps :
t=+ot,

ainsi : :
A=Mo,

ou A est I'exposant de Lyapunov associé a :

Exposant

Vi>0, ()= (_?B> ;) 3(1) + o0'/4E, <_°1 8) 3(1).

@ Pour (B) >0, Mo)= g%) + 0(0%/4).
® Pour (B) <0, A(o)=/[{B][0"/?+0("/?).
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