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Convergence vers I’équilibre du transport libre

Modele et résultats précédents
= Equation du transport libre
m Conditions au bord
m Contexte et résultats précédents
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Modele

Modele physique : gaz & tres faible densité de particules (gaz de
Knudsen). On néglige les interactions entre particules.
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Knudsen). On néglige les interactions entre particules.

La densité de probabilité f(t,z,v) de trouver une particule en
position z € Q (domaine spatial), au temps t > 0, avec vitesse v € R4,
d > 2, vérifie TEDP du transport libre

Ouf(t,x,v) +v -V f(t,z,v) =0, (t,z,v) € Ry x Q x RY

C’est I’équation du transport libre (cinétique) dans le domaine
Q c R On la compléte avec

m une donnée initiale fo(-,-) sur Q x RY;

m des conditions au bord 92 du domaine spatial.
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Conditions au bord

Ce choix a un impact crucial sur le modele. Premier choix possible :
la réflexion spéculaire (billard).
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Soit = € 09, n, le vecteur normal unitaire pointant vers Q a
z, v € R tel que v-n, < 0, alors la vitesse rentrante (apres la
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Ne(v) =0 —2(v - ng)ng.
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Limites de la réflexion spéculaire

Modele trop simple qui retranscrit mal certains phénomenes
physiques.
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Limites de la réflexion spéculaire

Modele trop simple qui retranscrit mal certains phénomenes
physiques.

Exemple : pas de tension de surface exercée par le gaz sur le bord du
domaine dans les directions tangentielles, ce qui est contraire aux

observations.

Une clé de compréhension : le mur est lui-méme composé de plusieurs
couches de molécules, possiblement espacées.
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Réflexion diffuse

Une solution, due & Maxwell lui-méme est d’utiliser a la place (au
moins en partie) la réflexion diffuse.
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Réflexion diffuse

Une solution, due & Maxwell lui-méme est d’utiliser & la place (au
moins en partie) la réflexion diffuse.

Réflexion diffuse

Soit ¥ := 90 x R%.  Au bord, la densité f satisfait, pour
(t,z,v) € Ry x 3, avec v - ny > 0,

f(t,z,v) = eM(v)ys f(t, ),

ol ¢ est une constant de normalisation et v4 f est le flux, donné
par

D= [ el

{v’'-n»<0}
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Choix de M

Le cas le plus classique est la Maxwellienne de bord :
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Choix de M

Le cas le plus classique est la Maxwellienne de bord :

D’autres choix sont possibles :
_ \'u|2
Avec une dépendance spatiale, c(x) M (z,v) = c(x)e” 22@ ou O(x)

est la température en z € 99, ¢(z) constante.
Billards stochastiques : M conserve 1’énergie, pas de symétrie
radiale.
Ici, on va supposer M a symétrie radiale, continue au voisinage de 0
(o]
avec [~ M(v)dv > 0.
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La condition de Maxwell

La combinaison convexe des deux réflexions est plus pertinente
physiquement.

Condition de Maxwell

Pour (t,z,v) € Ry x ¥ avec v - ng > 0,

Ftoa,0) = (1 — a(@) f(t,z,7,:(v) + a(z)eM (v) 74 f(t, z),

avec a(x) € [0, 1] le coefficient d’accommodation en = € 9.
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Hypotheses et résultat qualitatif

On considere le transport libre cinétique avec condition de Maxwell
au bord, température constante et d > 2. On suppose que {2 est un
domaine borné C?, de volume 1, et on pose G := Q x R%. On
considere fy € LY(G).
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Le probléme est bien posé (Arkeryd-Cercignani 93) : ’équation admet
une solution unique f telle que f(t,-,-) € L*(G) pour tout ¢t > 0. On
peut travailler avec des mesures, mais on perd 'unicité. On veut
comprendre le comportement de f quand ¢t — oc.
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On considere le transport libre cinétique avec condition de Maxwell
au bord, température constante et d > 2. On suppose que {2 est un
domaine borné C?, de volume 1, et on pose G := Q x R%. On
considere fy € LY(G).

Le probleme est bien posé (Arkeryd-Cercignani 93) : 1’équation admet
une solution unique f telle que f(t,-,-) € L*(G) pour tout ¢t > 0. On
peut travailler avec des mesures, mais on perd 'unicité. On veut
comprendre le comportement de f quand ¢t — oc.

Une hypothese clé : Va € 9Q, a(z) > ap pour un ag > 0. Si a =0, il
n’y a pas d’équilibre. Entre les deux, c’est compliqué.
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Absence d’équilibre dans le cas purement spéculaire

Time = 0
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Convergence qualitative vers 1’équilibre

Entropie naturelle : soit W (t) = [, cfn % dvdz > 0, alors

V(@) <

C’est une forme de Théoreme H pour la transport libre.
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Convergence qualitative vers 1’équilibre

Entropie naturelle : soit W (t) = [, cfn % dvdz > 0, alors

V(@) <
C’est une forme de Théoreme H pour la transport libre.

De plus, si f(t,z,v) = M(v) pour tout (¢,z,v) € Ry x G, W(t) =
pour tout ¢ > 0.

On peut en fait montrer (Arkeryd-Nouri 94, LMKR, 20) qu’en partant
d'un fo € L'(G) de masse 1, f(t,-,-) converge vers

foolx,v) = M(v).

Quel est le taux de convergence correspondant en norme L! ?
Vitesses faibles qui persistent longtemps — on s’attend a une

convergence sous-exponentielle.
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Résultats connus pour ce probleme (M Maxwellienne)

En norme L', avec = S%~1 (symétrie radiale du domaine) :
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(application du théoréme de renouvellement de Feller);

Kuo-Liu-Tsai et Kuo (2013-2014-2015): taux en ;5 — description
stochastique du systeme et obtention d’'une LGN.

Toutes ces méthodes reposent fortement sur la symétrie du domaine.

Récemment, Lods and Mokhtar-Kharroubi (2020) ont obtenu un taux

en - sans hypothese de symétrie.
t2

Un résultat purement déterministe (adaptation d’un théoréme de
Harris) : B. 2020 — optimal dans le cas o M est la Maxwellienne de
bord, possiblement dépendante de z, sans hypothese de symétrie.
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[lustration de la convergence : cas non radial

Time = 0

(=Jee(+) .



Convergence vers I’équilibre du transport libre

Résultat et cadre probabiliste
m Résultat
m Construction d’un processus adapté
m Couplage probabiliste
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Résultat principal

Théoréeme (B., Fournier 2020)
Soit © un domaine borné, C?, G := Q x R%. Soit fy € L'(G),

on note f; € L'(G) 'unique solution en ¢t > 0. Sir: Ry — Ry
est str. croissante avec r(z +y) < r(z) + r(y), et

/ (‘ |)f0(x v)d’uder/ (‘ |) M (v) dvdz < oo,

alors, pour tout ¢ > 0, pour une constante C' > 0,

C
— Ve < ——.
I fe = foollr () < o

~—
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Quelques remarques

Le théoreme est essentiellement pensé pour le cas r(z) = (z + 1)7
pour un v > 0. Si M est la Maxwellienne de bord et fy bornée,
on peut choisir, pour tout € > 0, vy =d — e
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Quelques remarques

Le théoreme est essentiellement pensé pour le cas r(z) = (z + 1)7
pour un v > 0. Si M est la Maxwellienne de bord et fy bornée,
on peut choisir, pour tout € > 0, vy =d — e

Il raffine la dépendance en fy du résultat.

On peut adapter le théoréme pour traiter le cadre mesure (plutot
que L), en perdant uniquement 'unicité de f;.

Le résultat est également plus précis en la dépendance en M, et
permet en particulier de regarder autre chose que la
Maxwellienne de bord.

17 /37



Construction d’une solution : préliminaires

Idée : pour tout g € L!(G), on va construire un processus (X¢, V;)i>0
dont la loi est solution du probleme (EDP) + (Condition de bord)
avec donnée initiale g.
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Construction d’une solution : préliminaires

Idée : pour tout g € L!(G), on va construire un processus (X¢, V;)i>0
dont la loi est solution du probleme (EDP) + (Condition de bord)
avec donnée initiale g.

Pour cela, deux fonctions utiles :

C(z,v) = inf{t >0,z +tv € 90}, xz€Qoux €I v -n, >0,
HUE= 0 € 00,v-n, <0,

q(z,v) =z + ((z,v)v.
Si 'on part au temps 0 en position z avec vitesse v, {(x,v) est le
temps auquel on touche le bord, ¢(z,v) 'endroit ou cette collision se

produit.
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Construction du processus

Pour construire (X, V;)i>o (cas a = 1),
m On tire (XO’%) ~ g, on pose Top =0, Ty =Ty + C(Xo, Vo)
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Construction du processus

Pour construire (X, V;)i>o (cas a = 1),

m On tire (XQ,VO) ~ g, on pose Top =0, Ty =Ty + C(Xo, Vo)

m Pour ¢ € (Ty,T1), on pose Xy = Xo + tVp, Vi = Vj.

m On pose X7, = ¢(Xo, Vo), Vi, = R19(X1,,01). On pose aussi
T =T + (X7, V1)

On utilise plusieurs suites i.i.d. de v.a.
(R;)i>1 avec Ry v.a. sur Ry (norme de la vitesse sortante);

(©i)i>1 v.a. sur (=%, %) x [0,7]%72 telle que, pour z € 99,

R19(x, ©1) ~ M(v)|v - nz|1{ym,>0}-

— construction pour @ = 1. Si l'on veut ajouter une composante
spéculaire, on lance une piece pondérée a chaque T;, ¢ > 1, en

affectant la réflexion spéculaire si elle donne face.
19/37



Soit K l'opérateur donné, pour ¢ suffisamment régulier,
(t,z,v) € Ry x 992 x R? avec v - n, > 0, par

Ko (t,2,v) = a(x)eM(v)116(t,z) + (1 — a(2))d(t, z,1:(v)).
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Soit fo € LY(G) et (X, Vi)t>0 donné par la construction précédente
avec donnée nitiale fo. Alors, la loi de (¢, Xy, V;)i>0 admet une
densité f(-,-,-) par rapport a la mesure de Lebesque sur Ry x G et f
est une solution faible de I’EDP avec condition de bord, i.e.

pour tout T > 0, fOT Jo f(t,z,v)dzdvdt < oo;

il existe un couple de mesures de Radon positives p+ sur
Yi = (0,00) x {(x,v) € IQ x RY, +(v-n,) > 0} tel que

p+ = Kp_ sur ¥, au sens des distributions

et tel que pour tout ¢ € C°(Ry x G) avec ¢ =0 sur
(0700) X {(ZE,U) € 00 x Rda (”U ’ nm) = O}}

<fv (6t+vvx)¢>(0 ) xG = <f0;¢( ’ ')>G+<p+,¢>2+—<p_,¢>z,
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Couplage stochastique

On va considérer (X3, Vt)t>0 donné par la construction précédente
avec donnée initiale fy et (Xt, Vt)t>0 donné par la méme construction
pour g = fs. Par invariance, V¢t > 0, (X, Vi) ~ foo.
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avec donnée initiale fy et (Xt, Vt)t>0 donné par la méme construction
pour g = fs. Par invariance, V¢t > 0, (X, Vi) ~ foo.

On introduit le temps de couplage
= ll’lf{t 2 07 (Xt+57 ‘/t+s)820 = (Xt+sa ‘Zers)sZO}'

L’objectif est de corréler les v.a. apparaissant dans les définition de
(X, Vi)ezo et (X, Vi)e>o pour obtenir E[r(7)] < oo.

Par propriétés de la distance en variation totale : si (Xy, V;) ~ f; est
solution au temps ¢ et (X, Vi) ~ fx, alors, par Markov,

1ft = foollrv = inf _ P((X,V) # (X, V)
(X, V)~ fe, (X, V)~ foo

<P(r>t) <

r(t) o



Controle du temps de couplage

C’est LE point délicat : comment corréler les suites (R;, ©;);>1 et
(R;,0;);>1 qui apparaissent dans les constructions de (Xy, V;)¢>0 et
(Xt7 ‘/t)tZO 7
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C’est LE point délicat : comment corréler les suites (R;, ©;);>1 et
(R;,0;);>1 qui apparaissent dans les constructions de (Xy, V;)¢>0 et
(Xt7 ‘/t)tZO 7

Pour simplifier, supposons ( strictement convexe. Alors si

(X, Vi) eX, Xy € Qet |Vi| > 1, on pose t' =t + (X, V) > ¢.

On peut choisir (couplage maximal) (R, ©) dans la construction de V;
et (R, ©) pour la construction de Vi tels que, pour T' = ¢ + ( (X3, Vi),

P((XT+37 VT+3)320 = (XT-‘,-Sa ‘7T+s)820) > G,

pour un ¢ > 0 uniforme.
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Une vue du mécanisme de corrélation

-15 -1.0 -0.5 00 0.5 10 15

1
Qe
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Une esquisse du controle de 7

Grossierement, pour Ty = 0, et Ti41 = inf{t > T}, X; € 0N} pour
tout k£ > 0, on peut donc introduire une sous-suite (T}, )x>1 telle que
T;, = 0 et, pour tout k > 0,

T, . = inf{Tj > T, X7, € 9, V| = 1},

k+1
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Grossierement, pour Ty = 0, et Ti41 = inf{t > T}, X; € 0N} pour
tout k£ > 0, on peut donc introduire une sous-suite (T}, )x>1 telle que
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Une esquisse du controle de 7

Grossierement, pour Ty = 0, et Ti41 = inf{t > T}, X; € 0N} pour
tout k£ > 0, on peut donc introduire une sous-suite (T}, )x>1 telle que
T;, = 0 et, pour tout k > 0,

T, . = inf{Tj > T, X7, € 9, V| = 1},

k+1

puis une variable aléatoire géométrique G ~ G(c) et obtenir la
majoration suivante
T < Tig+1.

Comment controler les intervalles T;, 1 — T;, 7 On a, sachant Fr, ,
< d€) | d©)

k+1 1k ~ ‘VTM| ‘VT”J

T; T +1,
ou d(9) est le diametre de §2. Premier terme pour contrdler les
intervalles T;,1 — T;, second terme nécessaire pour que la suite

(T}, )k>1 n’explose pas. 24 /37



Controle de 7 I1I

Quelles sont les distributions possibles pour Vr, et f/Ti ?
Soit V' ~ fQ fodz (cas i = 0 pour (X, V;);>0 notamment);
soit VTi ~ M('U)l”l} "MNXg, ‘l{vmxT >0}

soit V ~ M(v) (cas i = 0 pour (X, V;)¢>0 notamment).
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Controle de 7 I1I

Quelles sont les distributions possibles pour Vr, et f/Ti ?
Soit V' ~ fQ fodz (cas i = 0 pour (X, V;);>0 notamment);
soit V, ~ M(v)|v - nxr, [L{vny, >0};

soit V ~ M(v) (cas i = 0 pour (X, V;)¢>0 notamment).

Pour conclure, on utilise (un peu de travail) I'inégalité précédente sur
T, — Tj,, les controles sur les % donnés par les hypotheses sur
r, fo et M, et le fait que r(x +y) S r(x) +r(y) :

G-1
Elr(7)] S Elr(Tig+1 — Tio) + B[ Y (Ty,,, = T,)| < oo.

i=

25 /37



Le cas non-convexe

Précédemment, on s’est placé en t > 0 avec X; € 99, X, eQet
|Vz| > 1 pour obtenir une minoration uniforme.
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Le cas non-convexe

Précédemment, on s’est placé en t > 0 avec X; € 99, X, eQet
|Vz| > 1 pour obtenir une minoration uniforme.

Dans le cas non-convexe, il faut étre plus précis sur les positions de
X; et X;. On va ainsi identifier une région F' C 0N tel que si X; € F,
X; €Q, |Vi| > 1 avec (X3, V;) € F, alors on peut & nouveau corréler
(R, ©) intervenant dans la définition de V; et (R, ©) intervenant dans
la définition de Vi pour que, en posant T = ¢(Xy, V),

IP)((XT-&-sa VT+5)520 = (XT+53 VT-‘,—S)SZO) Z c,

avec un ¢ > 0 uniforme sur F. A partir de cette adaptation, la
stratégie est similaire.
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Convergence vers I’équilibre du transport libre

Résultats numériques
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Une autre approche numérique

La construction du processus précédent permet d’approcher la
simulation du probléeme a l’aide d’un systeme de particules plutot que
de I’entropie comme dans Tsuji et al.

On va se placer a nouveau dans le domaine étoilé suivant (2D).

(_1a1) (171)
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Comportement qualitatif

On considere une distribution initiale uniforme en espace, avec la loi
N(0,0.0173) pour les vitesses.

Parametres : 10° particules, a = 1 (réflexion diffuse), M
Maxwellienne de bord.

Distribution of the first velocity coordinate at time t = 50 Distribution of the first velocity coordinate at time t = 150

Density
o.
Density

00

Firstvelocity coordinate First velocily coordinate
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Simulation numérique de la variation totale

Un probleme pratique important la distance en variation totale est
difficile a estimer numériquement.
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Un probleme pratique important la distance en variation totale est
difficile a estimer numériquement.

On va utiliser la propriété suivante : si u, v sont deux mesures sur
lespace mesurable (F,£),

1
ln=vliev =5 sw | [odu [oav]
(zﬁ:E—)[fl,l]
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Simulation numérique de la variation totale

Un probleme pratique important la distance en variation totale est
difficile a estimer numériquement.

On va utiliser la propriété suivante : si u, v sont deux mesures sur
lespace mesurable (F,£),

1
ln=vliev =5 sw | [odu [oav]
(zﬁ:E—)[fl,l]

On peut donc approcher la variation totale en testant les mesures
contre une fonction ¢. On présente des estimations Correspondant aux
choix ¢(z,v) = |z|* + |v|? et ¢o2(z,v) || +
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Cas de la Maxwellienne de bord

Log-log curve, Estimates in the star-shaped domain witha =1

o
@
o [S- ™,
E ! ) ) ™
5 B Phi2-estimate .
% O Estimated slope -1.563 “
5 B Theoretical slope -2 ™
< \
ey
.
w ey
b
"
T T T T T
1 2 3 4 5

Log(time)

Courbe log-log — > on a bien un taux polynomial, comme attendu,
mais sa valeur est loin de la prédiction théorique (faiblesse du choix
de la fonction test). 31/37



Modification de la loi au bord

On peut, a la place de

M(w) = , v € R?,

considérer une modification qui augmente/diminue la concentration
autour de 0:

2N

[v]

M, (v) oce_TM%_?’, veER? ac€(0,3).

Ce nouveau choix modifie le taux de convergence (si le fy est bien
choisi). En particulier, avec la donnée initiale mentionnée
précedemment, on attend un taux d’exposant 2 — 1 pour a €]1,3[ (le
probléme est un peu plus compliqué pour a < 1).
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Un exemple : le cas a = 2.5.

Log-log curve, Estimates in the star-shaped domain, a =2.5

- ~
&
N
a A
)
W
E o 7 -
s .
2. .
= -
S o “
43 .
B Phi2-estimate g
O Estimated slope -0.218 e
2 i B Theoretical slope -0.2 \
.
-
T T T T T T
1 2 3 4 5 6

Log(time)

Déviation claire par rapport au cas a = 1 ! A nouveau, différence

entre le taux observé et le taux théorique.
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endance en fy: a =0.1

Log-log curve, Estimates in the star-shaped domain,

a=.1
-
=
£ o -
3 W Phi2-estimate
] O Estimated slope -1.551 \
g m Theoretical slope -2 ™
=+ - \\
{ “
-,
w h
T T T T T
1 2 3 4 5
Log(time)

Avec la donnée initiale précédente — exposant maximal 2. Comme

prévu, pas de déviation significative par rapport au cas a = 1.
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correction pour fy bien choisie, a = .5

Log-log curve, Estimates in the unit disk witha = .5

o -
o
— ¥
=
o
E
8 @
=
=1
it
® | ®m Phi-estimate
B Estimated slope -4.444
E Phi2-estimate
2 1| O Estimated slope 2-4.314
' m Theoretical slope -5
T T T
0 1 2 3 4

Log(time)

Si on prend Vo = 0.1V ot V ~ M, (équilibre pour a = 0.5 mais avec
température 0.01), on voit bien la modification de la convergence.
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Perspectives

Etude de NESS & I'aide du processus construit ici (cf
Evans-Menegaki 20).
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Perspectives

Etude de NESS & I'aide du processus construit ici (cf
Evans-Menegaki 20).

Le cas ol a peut s’annuler ponctuellement.

Une autre fagon d’introduire de la corrélation : la condition de
Cercignani-Lampis (utilité du cadre probabiliste pour les
équations collisionnelles).

36 /37
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